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Geometrija 1

1. Geometrija 1

1.1. Karakteristi¢ne to¢ke trokuta 1

U ¢emu je problem?

Nastavnik ¢e s uenicima ponoviti traZzene definicije:
* Srednjica trokuta duZina je koja spaja polovista dviju stranica trokuta.
* Tezisnica trokuta duzina je koja spaja vrh trokuta sa polovistem nasuprotne stranice.
» Simetrala duZine pravac je koji je okomit na tu duzinu i prolazi njezinim polovistem.
* Simetrala kuta pravac je koji dijeli kut na dva jednaka dijela.

* Visina trokuta duZina je koja je okomita na pravac na kojem lezi stranica trokuta, a rubne tocke
su joj na pravcu na kojem lezi stranica i nasuprotni vrh trokuta.

Na ispravnosti posljednje u ovom trenutku nije potrebno inzistirati, ve¢ ¢e ona biti utvrdena nakon
konstrukcije.

Potrazite pomoc¢ tehnologije.

Za odvijanje aktivnosti predvidena su dva Skolska sata. Pretpostavlja se upotreba rac¢unala i programa
dinamic¢ne geometrije. Idealni uvjeti pretpostavljaju da svaki ucenik raspolaze svojim racunalom.

Vecinu ovih sadrzaja ucenici su obradili u osnovnoj skoli pa preporu¢amo samostalni rad ucenika jer
¢e se tako ucenici prisjetiti pojedinih pojmova i svojstava. Nastavnik pritom aktivnost treba pazljivo
mentorirati kako bi od ranije poznati pojmovi i svojstva bili na ispravan nacin ponovljeni. Aktivnost je
pogodna za razlikovanje svojstva koje uocavamo i matematickog dokaza tog svojstva. Ucenici ¢e rado
svojstvo koje vide na ekranu racunala zamijeniti za dokaz pa uzastopno treba ponavljati kako uoceno
svojstvo nije dokaz, pa ¢ak i kad dokaz ne provodimo, treba napominjati da dokaz postoji. Ocekuje se
da ¢e ucenici trebati i pomo¢ pri upotrebi tehnologije.

Tijekom ove aktivnosti ucenici Ce:
* istraziti svojstva srednjice trokuta, simetrale kuta, simetrale stranice

 istraziti svojstva karakteristi¢nih toCaka trokuta
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* prepoznati 1 opisati sukladnost trokuta

* rabiti poucke o sukladnosti trokuta.

Srednjica trokuta

Ucenici ¢e se prisjetiti definicije srednjice, nacrtati trokut, konstruirati srednjicu i1 mjeriti duljinu sred-
njice i nasuprotne stranice. Mijenjanjem trokuta uocit ¢e da su srednjica i nasuprotna stranica paralelne
te da je nasuprotna stranica dvostruko dulja od srednjice. Nastavnik ¢e paziti da navedeno svojstvo svi
ucenici uoce i ispravno zabiljeze. U prilogu je prezentacijski materijal koji se moze koristiti za dokaz.

TeziSte trokuta

Ucenici ¢e se prisjetiti definicije teziSnice, nacrtati trokut, konstruirati njegove teziSnice i uociti nji-
hovo sjeciSte. Nastavnik treba upozoriti da pripadnost sjeciSta dviju duzina (pravaca) trecoj duzini
(pravcu) nije sama po sebi razumljiva, kao Sto slika na ekranu moze sugerirati, te da je dio dokaza koji
se nalazi u udzbeniku i moze biti zadan za zadacu ili obraden na nekom od idu¢ih sati.

Slijedeéi upute, ocekuje se da ¢e ucenici lako uoditi da teziste dijeli teziSnicu u omjeru 2 : 1 gledajuéi
od vrha, odnosno 1 : 2 gledajuci od polovista.

Nastavnik treba paziti da svi ucenici imaju ispravno evidentirana kona¢na zapaZanja o svojstvima
teziSnica 1 teZista.

SrediSte opisane kruZnice

Na temelju definicije simetrale duzine i nastavnih materijala ocekuje se da ¢e ucenici lako konstruirati
simetralu duzine i uociti svojstvo da je svaka njena toc¢ka jednako udaljena od krajnjih to¢aka duzine.
Ocekuje se da ¢e ucenici moci samostalno provesti dokaz ovog svojstva. Nadalje, treba dokazati i obrat
te provesti s uenicima raspravu o implikacijama i ekvivalencijama.

Zatim prelazimo na trokut i srediste trokutu opisane kruznice. Ucenici ¢e lako uociti da se simetrale
sijjeku u jednoj tocki i moguce je da taj zakljucak ni ne primijete. Jednako kao ranije, treba ukazati da
je to svojstvo dio poucka koji se dokazuje. Mjerenjem udaljenosti od sjeciSta simetrala do svih triju
vrhova ucenici ¢e zakljuciti da je sjeciSte simetrala srediste trokutu opisane kruznice. Dokaz poucka
nalazi se u udzbeniku i moze biti zadan za zadacu ili obraden na nekom od idu¢ih sati.

SrediSte upisane kruZnice
Koristenjem definicije simetrale kuta, u¢enici konstruiraju simetralu (istaknuti tocku na jednom kra-

ku, vrh i to¢ku na drugom kraku, te na padajuéem izborniku Konstrukcije odabrati Simetrala kuta).
Udaljenost to¢ke do pravca moze se u programu dinami¢ne geometrije mjeriti opcijom Udaljenost
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(obiljeziti toc¢ku 1 pravac ¢iju udaljenost mjerimo) na padaju¢em izborniku Mjerenja, ali neophodno je
s ucenicima ponoviti §to je udaljenost tocke do pravca i ucrtati na sliku okomice iz toc¢ke na krakove.
Ucenici ¢e uociti da je svaka toc¢ka simetrale kuta jednako udaljena od krakova kuta. O¢ekujemo da
ucenici sami provedu dokaz kao 1 da iskazu obrat i dokazu ga.

U trokutu ¢e ucenici uociti da se sve simetrale kutova sijeku u jednoj tocki i zakljuciti da je ta tocka
jednako udaljena od svih stranica trokuta pa je zato srediste trokutu upisane kruznice. Pri konstrukeiji
upisane kruznice Cesto ¢e grijesiti i za polumjer uzeti udaljenost srediSta i sjeciSta simetrale i stranice.
Dovoljno je promijeniti trokut pa ¢e se vidjeti da kruznica nije upisana. Ucenici bi trebali zakljuciti da
moraju konstruirati okomicu iz sjecista simetrala na (bilo koju) stranicu.

Ortocentar trokuta

Ucenici ¢e imati predodzbu Sto je visina trokuta ali ¢e u konstrukeiji A,
Cesto grijesiti 1 sje¢i okomicu na stranicu sa stranicom umjesto s

pravcem kojem pripada stranica. Tako ¢e za tupokutne trokute dobiti <,
slike poput ove 1 Cesto ¢e komentirati kako u ovom slucaju postoji
samo jedna visina trokuta. Treba zahtijevati da slike poprave 1 oko-
micu iz vrha sijeku s pravcem kojem pripada stranica.

Ucenici ¢e uociti da se visine kao duZine ne sijeku u svakom slucaju, ¥ i
ali da se pravci kojima pripadaju visine sijeku u jednoj tocki.

1.2. Karakteristi¢ne to¢ke trokuta 2

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:

» konstruirati Cetiri karakteristicne toCke trokuta: sredista trokutu opisane i upisane kruznice,
teziSte 1 ortocentar

 istraziti ovisnost polozaja karakteristicnih tocaka o vrsti trokuta pomocu tehnologije

» primijeniti konstrukcije karakteristi¢nih to¢aka na zadatak modeliranja.

U ¢emu je problem?

Oblik rada: frontalni

Kako to izgleda?

Oblik rada: rad u pet skupina

Nastavna pomagala: racunala
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Svaka skupina konstruira jednu vrstu trokuta: jednakostrani¢ni, jednakokracni, Siljastokutni razno-
strani¢ni, pravokutni i tupokutni (slucajan odabir, npr. izvlaCenje papiri¢a), a zatim karakteristi¢ne
tocke za svoj trokut.

MoZete li pretpostaviti?

Ucenici iznose pretpostavke bez da vide radove ostalih skupina.

Napravite model.

Svaka skupina ima listi¢ sa praznom tablicom.

U tablicu ucenici upisuju gdje se nalazi pojedina tocka: unutar trokuta, na stranici trokuta, u vrhu tro-
kuta 1ili izvan trokuta.

Srediste opisane Srediste upisane

Vrsta trokuta Ortocentar O Teziste T . ;
kruznice S kruznice U

jednakostranicni

jednakokrac¢ni

Siljastokutni

pravokutni

tupokutni

Nakon $to ucenici ispune svoj listi¢, Salju listi¢ slijedecoj skupini, dodaju podatke za svoj trokut i opet
Salju listi¢ dok svi ne dobiju tablice ispunjenih rubrika.

Potrazite pomo¢ tehnologije.

Svaka skupina mijenja oblik svog trokuta i promatra karakteristi¢ne tocke.

Kako bi to rijesila teorija?

Ucenici odgovaraju na temelju svojih istrazivanja.

Mozemo li viSe?

Teziste trokuta dijeli teziSnicu u omjeru 2 : 1. Dokaz moze biti za domacu zadacu ili kao dodatni za-
datak.
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A B, srednjica je trokuta ABC, pa je paralelna sa stranicom 4B 1 vrijedi |AlBl| = %|AB| .

Tocka M poloviste je duzine AT ,aN poloviste duzine BT . Duzina MN srednjica je trokuta ABT, pa
1

je paralelna sa stranicom 4B i vrijedi |MN|= E|AB |=|4,B,].

Po poucku o sukladnosti trokuta (dva kuta i jedna stranica) vrijedi AMNT =~ ABT4,. Slijedi
|MT|=|T4,

,pa je |AT|:|T4|=2:1. Analogno za ostale tezisnice.

Primijenite nauceno.

L
1. Svaka skupina moze nacrtati trokut po Zelji. Treba konstruirati teziste trokuta.

2. Ucenici mjerenjem pokazuju da su povrSine svih Sest trokuta jednake.
C

Dokaz: povrsine trokuta AET 1 EBT jednake su jer imaju stranice jednakih duljina |AE | = |EB| 1jed-
nake visine na te stranice. Analogno vrijedi za povrSine (P)) trokuta BFT i FCT, te CTG i GTA (P,). 1z
istih razloga jednake su povrSine trokuta AEC i EBC, pa vrijedi: P, + 2P, = P +2P,, odnosno P, = P,
analogno P, =P iP =P,
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3. Treba konstruirati trokutu upisanu kruznicu (za dizajn ucenici pokazuju svoju kreativnost).

Npr.

II.

Ucenici konstruiraju sli¢nu sliku na racunalu (ili dobiju pripremljenu) i rjeSavaju zadatak.

Treba konstruirati srediSte trokutu opisane kruznice.

1.3. Upisana kruzZnica

Ishodi ucenja
Ucenici Ce:
 otkriti forumulu za racunanje povrsine trokuta pomoc¢u polumjera upisane kruznice
» otkriti svojstvo tangencijalnog Cetverokuta
+ dokazati poucak o tangencijalnim Cetverokutima
* racunati povrSinu tangencijalnog Cetverokuta

* primjeniti poucak o tangencijalnim cetverokutima u zadatcima.
Potrebno vrijeme: dva Skolska sata

Organizacija rada: u¢enici rade samostalno na racunalima.
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Trokut

U ¢emu je problem?

Ucenici Ce se prisjetiti da se svakom trokutu moze upisati kruznica i da je srediSte upisane kruznice
sjeciSte simetrala kutova.

Napravite model.

Ucenici ¢e nacrtati trokut i konstruirati upisanu kruznicu. Mjerit ¢e povrsinu i polumjer te racunati
razliku 1 kvocijent. Ustanovit ¢e da ni razlika ni kvocijent nisu stalni, da razlika nema smisla zbog
razli¢itih mjernih jednica, te da je mjerna jedinica kvocijenta centimetar. Nastavnik moze pitati ¢ime
bismo mogli podijeliti kvocijent da dobijemo veli¢inu bez mjerne jedinice. Ucenici ¢e zakljuciti da to
moze biti neka veliCina Cija je mjerna jedninica centimetar. To moze biti duljina neke od stranica, ali
na taj se nacin nece dobiti stalni kvocijent. Neki ¢e ucenici naslutiti da treba dijeliti s opsegom trokuta.

Na taj ¢e nacin do¢i do formule P=rs, s = E(a +b+ c) . Ucenici ¢e provesti 1 dokaz.

Dokaz
7 ar br
P==,P=""pP=
bt 27 g
P=—P+P+ 3_c+621+b _
Cetverokut
Kako to izgleda?

Ucenici ¢e upisati kruznicu kvadratu i rombu. Mozda ¢e neki ucenici ocekivati da je srediSte upisane
kruznice u sjecistu dijagonala (Sto je vrijedilo za kvadrat i romb) pa ¢e u zadatku s deltoidom trebati
pomoc.

Potrazite pomo¢ tehnologije.

Ucenici ¢e po uputama konstruirati tangencijalni ¢etverokut. Pri konstrukciji tangente u tocki kruznice
ponovit ¢emo da su tangenta i polumjer u diraliStu okomiti.

a. Ucenici ¢e mijenjajuci polozaj nekog vrha ¢etverokuta uociti pravilnost. To vjerojatno nece biti
jednostavno i treba im ostaviti vremena za razne pokusaje. U€enici ¢e mjeriti duljine stranica ali
mozda i povrSine, opseg, kutove... Moze im se pomoc¢i tako da ih se usmjeri na duljine stranica.
Neki ucenici ¢e uociti da je zbroj duljina jednog para nasuprotnih stranica ¢etverokuta jednak
zbroju duljina drugog para nasuprotnih stranica.
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b. Ucenici ¢e provjeriti formulu P = rs za povrSinu konveksnog tangencijalnog Cetverokuta u pro-
gramu dinami¢ne geometrije. Dokaz je analogan dokazu za trokut i u¢enici ¢e ga bez poteskoca
moci provesti.

Kako bi to rijeSila teorija?

Trazi se da otkrivenu ¢injenicu 1 dokazu. Dokaz treba provesti, a zatim izreci 1 dokazati obrat.

Teorem o tangencijalnom cetverokutu.

Zbroj duljina dviju nasuprotnih stranica tangencijalnog ¢etverokuta jednak je zbroju duljina drugih
dviju stranica tog cetverokuta.

Dokaz. Prema SSK~ teoremu o sukladnosti trokuta AAEO =~ AAHO .
Vrijedi |OE|=|OH

, LKAEO =< AHO =90°, pa slijedi |4E|=|4H|.
Analogno vrijedi: |BE|=|BF

CF|=|cG

: , |DG|=|DH]|.

Imamo: |4B|+|CD|= (|4E|+|BE|)+(|CG|+|DG|)
[ H|+[BF|)+ ((CF |+ |DH])
[H|+|DH|) + (|BF| +|cF)
=|4D|+|BC|.

]
g

Obrat teorema o tangencijalnom cetverokutu.

Ako konveksan Cetverokut ima svojstvo da je zbroj duljina jednog para nasuprotnih stranica jednak
zbroju duljina drugog para nasuprotnih stranica, onda se tom ¢etverokutu moze upisati kruznica, tj. taj
cetverokut je tangencijalan.

Dokaz.

.

\
Neka je S sjeciste simetrale kuta kod vrha 4 i simetrale kuta kod vrha B. ™ p

Tada je S srediste kruznice k koja dodiruje pravce AD, AB i1 BC.
Tvrdimo da kruznica dira i pravac CD.
Neka je 7, tangenta iz vrha C koja ne sadrzi stranicu CD.

Neka je D, sjeciSte pravaca AD i ¢,.
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Razlikujemo dva slucaja:
1. D,=D
Tada CD pripada tanegnti t, i dira kruznicu. Slijedi da je ¢etverokut ABCD tanegncijalan.

2. D,=D
D
Tada postoje dvije moguénosti. D
1

a. tocka D, pripada stranici AD pa vrijedi :

|AD| =|AD,|+|D,D| (1)
b. totka D, ne pripada stranici AD pa vrijedi: &
|AD,|=|AD|+|DD,| = |AD|=|4D,|—|DD,| (1) 4
Cetverokut ABCD je tangencijalan pa prema teoremu o tangencijalnom etverokutu imamo:
|4B|+|CD,|=|BC|+|4D,|. )
Iz pretpostavke teorema imamo
|4B|+|CD|=|BC|+|4D|. (3)

Oduzmimo jednakost (2) i (3). Dobivamo: |CD,|—|CD|=|4D,|—|4D|.
S obzirom na (1), slijedi: |CD,|—|CD|=|4D,|—(|4D,|+|D,D|) =|CD,|=|CD|%|D,D].

To znaci da bi u trokutu ACDD, duljina stranice C_leila jednaka sumi ili razlici duljina drugih
dviju stranica tog trokuta, Sto je nemoguce.

Dakle, zaista vrijedi D, = D, stoga kruznica dira stranicu CD pa zakljuujemo da je &etverokut
ABCD tangencijalni.

Time smo dokazali obrat teorema o tangencijalnom cetverokutu.
MoZemo li vise?

Neka je dana kruZnica k. Odaberemo na njoj kruzni /
luk kojemu je pripadni srediSnji kut manji od 180°. Na G L‘

tom luku oznacimo po volji Cetiri to¢ke 4, B, C 1 D.

Tangente u tockama 4 1 B se sijeku u tocki £, tangente
u tockama B 1 C se sijeku u tocki F, tangente u toCka-
ma C 1D se sijeku u tocki G 1 tangente u tockama 4 1
D se sijeku u tocki H.

Te tocke ujedno su vrhovi “tangencijalnog cetveroku-
ta” kojemu je pripisana kruznica sa srediStem u tocki S.
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Teorem.

U “tangencijalnom cetverokutu” s pripisanom kruznicom apsolutna vrijednost razlike duljina dviju
nasuprotnih stranica jednaka je apsolutnoj vrijednosti razlike duljina drugih dviju nasuprotnih stranica
tog Cetverokuta.

Prema tvrdnji, vrijedi: HGH| — |EF” = HEH| — |FG” .

Primijenite nauceno.

Trapez moze biti tangencijalni pri cemu mora vrijediti da je zbroj duljina krakova jednak zbro-
ju duljina osnovica b + d = a + c. Specijalno ako je tangencijalni trapez jednakokracni vrijedi

2b:a+c:>b=“;c.

a.

b

0
\ VN

b=5v=A24, P=524

b. Najprije konstruiramo trokut AED ¢ije su dvije strnice b 1 d, a visina je 2r. Duljina stranice AE
je a—c. Vrijedi b + d = a + ¢ pa mozemo konstruirati duzinu duljine ¢ koju nanesemo iz toc¢ke D.

Dobivena je tocka C. Tocku B dobivamo kao sjeciste paralele s ED tockom C'i pravca AE.

———o N a=10,37 cm
r r ¢=1,63 cm
° o a+c¢=12,00 cm
b 5=5,00 cm
d=17,00 cm

b+d=12,00 cm

a+tc 12

Povrsina je trokuta P = v= BN 4=24cm’.

12



Geometrija 1

c. Ucenici ¢e konstruirati duzinu duljine 2k, a zatim, koriste¢i vezu 2k = a + ¢ duZinu duljine c. Zatim
¢e konstruirati duzinu duljine a — c. Idu¢i je korak konstrukcija trokuta AED ¢ije su stranice duljina
a—ck, k.

2
=12 cm. Povr$ina je trokuta P =

a-+tc 26

a-c v="712=156 cm?.

2

Visina trapeza je v =, [k —[

1.4. Poucak o obodnom i srediSnjem kutu. Talesov poucak

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:

* istraziti i dokazati vezu izmedu obodnog i srediSnjeg kuta kruznice rabe¢i program dinami¢ne
geometrije

+ primijeniti Talesov poucak na konstrukcije
* odrediti geometrijsko mjesto tocaka odredeno zadanim uvjetima

» vrednovati svoj rad.

Aktivnost je predvidena za dva Skolska sata.

MoZete li pretpostaviti?

Oblik rada: rad u skupini

Potrazite pomoc¢ tehnologije.

Oblik rada: individualni
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Nastavna pomagala: ra¢unalo za svakog ucenika.
Ucenici ¢e najprije otkriti da su svi obodni kutovi nad istim lukom kruznice jednaki, a zatim i poucak
o obodnom i srediSnjem kutu: Sredi$nji kut nad nekim lukom kruznice jednak je dvostrukom obodnom

kutu nad istim lukom.

”
m/BVA = 66,65°
k
m/BSA = 133,30°
B
m /BSA
m /BVA =2,00
A

Kako bi to rijesila teorija?

Oblik rada: rad u paru
U ovoj ¢e aktivnosti ucenici dokazati pouc¢ak o obodnom i srediSnjem kutu. Ovisno o medusobnom
polozaju sredista kruznice 1 obodnog kuta, moguca su tri slucaja.
1. Krak obodnog kuta prolazi srediStem kruznice.
V
mZBVA = 35,45°

B m/ZBSA = 70,90°

m /BSA
m /BVA

=2,00

A

Trokut VSB je jednakokracni jer su SV i SB polumjeri iste kruznice, dakle ZAVB= ZVBS .

V

A

Sredi$nji kut ZASB je vanjski kut trokuta VSB, stoga ZASB = /ZAVB+/VBS =2-ZAVB.
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2. Srediste kruznice nalazi se unutar krakova obodnog kuta.
V V
m/BVA=153,41°

mZ/BS4 =106,82°

m/BSA Av’
s

mopva 200

A

Konstruiramo to¢ku C koja je sjecite pravca VS i kruznice k. Neka je Z£ASB=y +y,,
/AVB = x, +x,. Duzina CV je promjer kruznice pa po slucaju 1) y, =2x, 1 y, =2x,, stoga je
LASB=/ASC+ZCSB =y, +y, =2x,+2x, =2(x,+x, )=2-LAVB .

3. SrediSte kruZnice nalazi se izvan obodnog kuta

”
m/BVA = 42,50°
k m/BSA = 85,00°
m / BSA
B =200
m/BVA
A

Konstruiramo toc¢ku C koja je sjeciste pravca VS i kruznice k. Duzina cv je promjer kruznice.

v 4
k k
B B
c y c

Poslucaju 1) y, =2x,, y, =2x,.

LASB=/CSB—/CSA=y,—y =2x,—2x, =2(x,—x,)=2-LAVB.
Posljedice poucka o obodnom i srediSnjem kutu:

Ucenici provjeravaju posljedice u programu dinamicne geometrije i nakon toga provode zakljucke.

1. Svi obodni kutovi nad istim lukom kruznice jednaki su jer svim obodnim kutovima nad istim lu-
kom kruznice pripada isti sredisSnji kut.
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v,
Vs
x m/ZAV,B = 52,08°
m/AV,B = 52,08°
B mZAV3B = 52,08°
v, m/ASB = 104,16°
A

2. Jednakim lukovima iste kruznice pripadaju jednaki obodni kutovi jer jednakim lukovima iste kruz-

nice pripadaju jednaki sredi$nji kutovi.

"

Duljina 4B = 3,87 cm
N
Duljina CD = 3,87 cm

m/ZASB = 47,67°
m/ZCSD = 47,67°
mZAV,B =23,83°
mZCV,D = 23,83°

3. Talesov poucak: Obodni je kut nad promjerom kruznice pravi kut.

Vv

m/ASB = 180,00°
A 3 B m/AVB = 90,00°

Primijenite nauceno.

Oblik rada: rad u skupini

1. a. a=4830",3=41'30"; b. a=37",8=26"; c. a=34.

2. Sve tocke (osim tocaka A4 i1 B) kruznice kojoj je duZina AB promjer.

3. Neka je zadana duljina hipotenuze |4B| = c i duljina katete |BC|=a.
Nacrtamo duZinu AB i konstruiramo njezino poloviste S.

) .. . . . c
Konstruiramo kruznicu £, sa srediStem u §'i polumjerom 5

Konstruiramo kruzZnicu £, sa srediStem u B 1 polumjerom a.

16
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Konstruiramo to¢ku C =k, Nk, .

Trokut ABC je trazeni trokut.

4. Konstruiramo duzinu AB, takvu da je |AB| =5cm.
Konstruiramo kruznicu kojoj je duzina AB promyjer.

U tocki T takvoj da je |AT | = 2 cm konstruiramo okomicu na 4B i njezino sjeciste s kruznicom je
tocka C.

Trokut ABC je pravokutni, a prema Euklidovu poucku |CT|=+/6 cm.

C —
m AT = 2,00 cm
6 m TB = 3,00 cm
A o B m AB = 5,00 cm
U

. Neka je S srediste trokutu 4BC opisane kruznice 1 CN njegova visina,

CN|=v,.

Sjeciste pravca BS 1 kruznice je to¢ka D. Kutovi ZBAC 1 ZBDC nad istim su lukom kruznice pa

su jednaki. ZDCB = /ZCNA =90". Zaklju¢ujemo da su trokut ANC i trokut DBC sli¢ni pa vrijedi:

|BC| |CN| a v, : ab. .o .
—— =1—=,0dnosno — = <. Odavde je v, = — 1 uvrStavanjem u formulu za povrSinu trokuta
|DB| |4C 2R b 2R

P= Ve dobivamo P = a—bc.
2 4R

mZBCD = 90,00°
mZANC = 90,00°
mZCAB = 48,96°
mZCDB = 48,96°

17
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Mozemo li viSe?

Oblik rada: individualni

Nastavna pomagala: ra¢unalo za svakog ucenika.

1. Koristimo ¢injenicu da je tangenta na kruznicu okomita na duzinu koja spaja diraliste kruznice i
tangente sa srediStem kruznice.

Konstrukcija: Konstruiramo kruZnicu &, kojoj je duZina ST promjer. Konstruiramo to¢ke D, i D,
kao sjecista kruznica k i k,. Pravci TD, i TD, traZene su tangente.

2. Kut izmedu tangente kruznice, kojoj je diraliSte u krajnjoj tocki i tetive, jednak je obodnom kutu

nad tom tetivom.

1.5. Tetivni Cetverokut

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
e konstruirati simetralu duzine uz pomoc¢ tehnologije i bez nje
e Kkostruirati trokutu opisanu kruznicu uz pomo¢ tehnologije i bez nje
e istraziti pomocu tehnologije kada je ¢etverokut tetivni
e dokazati poucak o tetivnom cetverokutu
e primjeniti poucak o tetivnom cetverokutu

e vrednovati svoj rad.

18



Geometrija 1

Mozete li pretpostaviti?

Oblik rada: rad u skupini

Ucenici ¢e u skupini diskutirati o problemu gradnje aerodroma i pokusati procijeniti lokaciju gradnje.
Zadatak 1.

Rjesenje ¢e biti sve tocke simetrale duzine kojoj su krajnje tocke na polozaju Zagreba i Osijeka.
Zadatak 2.

RjeSenje je srediste kruznice opisane trokutu ¢iji su vrhovi tocke na polozaju Zagreba, Pariza i Berlina.
Zadatak 3.

Ne postoji takva tocka.

Napravite model.

Oblik rada: rad u skupini
Nastavna pomagala: trokut i Sestar

U ovoj aktivnosti ucenici (bez tehnologije) ponavljaju konstrukcije simetrale duzine i konstrukcije
trokutu opisane kruznice i uocavaju problem konstrukcije ¢etverokutu opisane kruznice.

Potrazite pomo¢ tehnologije.

Oblik rada. individualni
Nastavna pomagala: racunalo za svakog ucenika

Nakon §to su u programu dinami¢ne geometrije konstruirali simetralu duZine odredene krajnjim tocka-
ma (Zagreb 1 Osijek) ucenici uoc¢avaju da ta simetrala sijece obalu u blizini Makarske (to¢nije: Brela)
1 zaklju€uju da bi se tamo na Jadranskoj obali trebalo izgraditi aerodrom.

i AN

yranica, naziva | 0znaka na ovome,

e znace siuzbeno podrzavanie

anje stih od strane Ujecdinjenih Naroda. )
bljandg .

N\ ]
Ziatar Aprimia?
o 7 pudaatc,

Tl |
(Ozobok vibode (. giioyar

ja-—

N Va . Ipozdga &
., Grfliska 7 D
fe_ sinonst arog 7 Vigowd

WS e

\ +
5 pSaraievo

HRVATSKA HERCEGOVINA

& Glavnigrad
> Grad, naselje

+  Zraénaluka
n

https://hr.wikipedia.org/wiki/Datoteka:UN-Zemljovid-Hrvatske-2006.png
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PRIRUCNIK ZA NASTAVNIKE

Nakon konstrukcije opisane kruznice trokutu ¢iji su vrhovi na polozaju Zagreba, Pariza 1 Berlina uce-
nici zakljucuju da je srediSte dobivene kruznice mjesto gdje treba izgraditi aerodrom.

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Europe regions minimal cities_(it).png

Ucenici ¢e ustanoviti da ne postoji tocka koja je jednako udaljena od tocaka koje su na polozaju Za-
greba, Pariza, Berlina i Rima.

Kada traze neki od evropskih glavnih gradova za koji postoji polozaj aerodroma jednako udaljenog
od Zagreba, Pariza i Berlina mogu se posluziti ve¢ konstruiranom opisanom kruznicom trokutu ¢iji
su vrhovi na poloZaju Zagreba, Pariza 1 Berlina te zakljuciti da ni jedan europski grad (osim Zagreba,
Pariza i Berlina) ne pripada toj kruznici, ali su joj “blizu” Monako, San Marino, Amsterdam 1 Brisel.

Na kraju ucenici mijenjajuci polozaje Cetiriju tocaka na nekoj kruznici otkrivaju da za Cetverokut ko-
jemu se moze opisati kruznica vrijedi da je zbroj njegovih nasuprotnih kutova 180°.

m/ BCD +m/ BAD = 180,00° mZCDA+mZABC =180,00
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Kako bi to rijesila teorija?

Neka je cetverokut ABCD tetivni ¢etverokut, dokazimo da je zbroj
njegovih nasuprotnih kutova 180°.

Neka je kut o obodni nad lukom BCD. Pripadni sredisnji kut je 2.
Neka je kut v obodni nad lukom DAB. Pripadni sredisnji kut je 2.

Kako je 2a + 2y =360° to je a + v = 180°.

Kako je zbroj kutova u Cetverokutu 360°, zakljucujemo da je i P - B
g+ 6=180°.

DokaZimo sada obrat: Ako je u konveksnom ¢etverokutu zbroj na-

suprotnih kutova 180°, onda je taj Cetverokut tetivni cetverokut.

Neka je ABCD cetverokut takav da vrijedi o + = 180°1 3+ 6 = 180°. Neka je k kruznica kojoj pri-
padaju tocke 4, B 1 C.

Dokaz provodimo metodom kontradikcije.

Pretpostavimo da vrh D ne pripada kruZnici & 1 neka je D unutar kruznice k.

Produzimo duzinu AD preko tocke D do sjecista D, s kruznicom & i neka je ZAD,C =6, .

Cetverokut ABCD, tetivni je Cetverokut pa vrijedi 3+ 6, = 180°. Dobivamo é = 4, $to nije moguce jer
je 6 vanjski kut trokuta DCD, pa mora biti 6, < 6.

Time zaklju¢ujemo da je pogreSna nasSa pretpostavka da cetverokut ABCD nije tetivni Cetverokut.

Na isti nacin se dokazuje tvrdnja ako je tocka D izvan kruznice £.

Mozemo li viSe?

Priblizno ¢e odgovarati na primjer: Zagreb, Be¢, Pariz i Rim; zatim Zagreb, Minsk, Pariz i Bern; Za-
greb, Stocholm, Oslo, London, Pariz.

Za dobivene grupe gradova ucenici mogu provjeriti vrijedi i svojstvo koje su dokazali (u kako bi to
rijesila teorija?) tako da mjere i zbroje veli¢ine nasuprotnih kutova u dobivenim cetverokutima.
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Primijenite nauceno.

1. a.a=93° 3=109° b.a=45° 3=60°.

2. 38°+ 149° = 187° (zbroj nasuprotnih kutova tetivnog Cetverokuta je 180°, pa su ovi zadani kutovi
susjedni), neka je o = 38°, 5= 149°.

a+y=180° = v=180°-38°=142°, 3+ 6=180° = 6 = 180° — 149° = 31°.
3. Iza: B:~y=3:10:15= a=3k, =10k, v= 15k
Cetverokut ABCD je tetivni = o + v = 180° = 3k + 15k = 180° = k= 10° = 3= 100°.

B+6=180°= 6=180°—- (3= 6=180°—-100° = 6 = 80°.

180°-a 180°-a

Zbroj nasuprotnih kutova o + (180° — o) = 180°, pa zaklju¢ujemo da je svaki jednakokraéni trapez
tetivni Cetverokut.

Uvedimo oznake kao na slici. Zelimo dokazati da vrijedi: ef = ac + bd.

Konstruirajmo duzinu DE tako da vrijedi ZADE = /ZBDC.

LCAD = ZCBD (obodni kutovi nad istim lukom kruZnice)

Zakljucujemo da su trokuti AAED i ABCD sli¢ni = |AE| = % (1)
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/DCA = /DBA (kutovi nad istim lukom kruznice) 1 ZADB = ZEDC .

Zakljuujemo da su trokuti A4BD i AECD sliéni = |EC| = % 2)

Zbrajanjem (1) 1 (2) 1 uzevsi u obzir da je |AE| + |EC| = e dobivamo ef = ac + bd.

Konstruiramo AABC .

Konstruiramo trokutu 4BC opisanu kruZnicu k.

Konstruiramo kruznicu £, sa srediStem u tocki C i polumjerom duljine duzine CD.

Konstruiramo tocku D koja je sjeciSte kruznica k, 1 k,.

k2

ki

1.6. Pravac 1 kruznica

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:

istraziti ovisnost medusobnog poloZaja pravca i kruznice o udaljenosti pravca do sredista kruz-
nice pomocu tehnologije

provjeriti primjenom tehnologije poucak o tangenti kruznice

konstruirati tangente iz tocke na kruznicu primjenjujuéi Talesov poucak o obodnom 1 sredis-
njem kutu

skicirati medusobne poloZaje dviju kruznica i1 predvidjeti mogu¢i broj zajednickih tangenti

konstruirati zajedni¢ke vanjske i unutarnje tangente dviju kruznica.

Aktivnost je predvidena za dva Skolska sata.
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Kako to izgleda?

Oblik rada: individualni

Ucenici na papiru skiciraju pravac i kruznicu u svima trima polozajima. Mjere udaljenost pravca do
sredista kruznice i usporeduju s duljinom polumjera kruznice. Tri su mogucnosti:

1. d<r - presjek pravca i kruznice su dvije tocke;
2. d=r - pravac dira kruznicu;

3. d>r - pravac i kruznica nemaju zajednickih tocaka.

MoZete li pretpostaviti?

Ucenici Ce pretpostaviti da uvijek postoje dvije tangente iz tocke na kruznicu. Dio ucenika ¢e zakljuciti
da treba primijeniti Talesov poucak o obodnom i sredisSnjem kutu.

Potrazite pomo¢ tehnologije.

Korak 1.

Oblik rada: rad u paru

Nastavna pomagala: ra¢unalo za svaki par

Kad je udaljenost pravca do sredista kruznice vec¢a od polumjera, pravac i kruznica nemaju zajednickih
tocaka.

—
Udaljenost S do BC = 3,69 cm

Kad je udaljenost pravca do sredista kruznice jednaka polumjeru kruznice, pravac dira kruznicu.

—
Udaljenost S do BC = 3,32 cm
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Kad je udaljenost pravca do sredista kruznice manja od polumjera kruznice, pravac sije¢e kruznicu u
dvijema to¢kama.

—
Udaljenost S do BC = 1,60 cm

Korak 2.

Oblik rada: rad u paru

Nastavna pomagala: raCunalo za svaki par

Pravei TD, 1 TD, su uvijek okomiti na m odnosno D_ZS

m«£D,TD, = 26,86°
P

Kako bi to rijeSila teorija?
Prema Talesovu poucku kut nad promjerom kruznice je pravi. Dakle, kut ZTD;S je pravi, pa je pravac

TD, okomit na pravac D S. Prema poucku o tangenti kruznice pravac TD, je tangenta kruznice. Analo-
gno je i TD, tangenta kruznice.
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Mozemo li viSe?

Ovisno o polozaju dviju kruznica, postojat ¢e najviSe Cetiri njihove zajednicke tangente.

(%6 Cp
(> ©

Primijenite nauceno.

Zadatak 1.

Ucenici ¢e po uputama konstruirati zajednicke vanjske tangente.

rn=174cm /ydaljenost S;dot;=174cm [
rn=394cm / Udalienost S,do t;=3,94cm /

r3=r,-r1 = 2,20 cm/ Udaljenost S, do E =2,20cm
/
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Zadatak 2.

Ucenici ¢e po uputama konstruirati zajednicke unutarnje tangente.

\
\

ry=1,53 cm ,Udaljenost Sido t; = 1,53 cm
r,=2,99 cm , Udaljenost S, do‘td =2,99 cm

TS rErtr = 4,52 cm’ Udaljenost S; do AST= 4,52 cm

\
\

1.7. Potencija toCke s obzirom na kruznicu

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
e istraziti vezu medu zadanim veli¢inama rabe¢i program dinami¢ne geometrije
e odrediti pravilo koje povezuje zadane veliine
e generalizirati pravilnosti i veze medu zadanim veliCinama
e odrediti geometrijsko mjesto to¢aka odredeno zadanim uvjetima
e primijeniti potenciju tocke s obzirom na kruznicu u konstrukcijama i zadatcima modeliranja

e vrednovati svoj rad.

Aktivnost je predvidena za dva Skolska sata.

Kako to izgleda?

Oblik rada: rad u ¢etveroclanim skupinama — “kolo naokolo”

Svaki uc¢enik na svom papiru rjeSava 1. zadatak, zatim predaje papir uceniku desno od sebe, svaki
ucenik rjeSava drugi zadatak, predaje papir uceniku desno od sebe 1 tako dalje.

Na kraju ¢e zakljuciti da nema pravilnosti.
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Potrazite pomo¢ tehnologije.

Korak 1

Oblik rada: rad u paru
Nastavna pomagala: ra¢unalo za svaki par

TA=3,29 cm TA+ TB =11,45cm
TB = 8,16 cm TA- TB =-4,87 cm
TA-TB = 26,86 cm’

T
TB—0,0

Korak 2

Ucenici zakljuduju da je produkt |TA|-|TB)| stalan.

Korak 3
TA=3,11cm TA+ TB =4,99 cm
7B =1,88 cm TA-TB=1,23 cm
TA-TB = 5,85 cm?
TA
g = 1:66

4 \yB
Iu ovom je sluGaju produkt |TA|-|TB| stalan.

Zakljucak ucenika:

Produkt |T4|-|TB| ne ovisi o izboru pravca tockom T.
Korak 4

Ucenici uocavaju i zapisuju svojstvo |TA||TB|=|TC|-|TD] .
Korak 5

Pravac TC je tangenta, a tocka C diraliste. USenici uocavaju i zapisuju vezu [T4|-|TB| =T C|2 =18 |2 —r.
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Korak 6

Ugenici uotavaju i zapisuju vezu |[TA|-|TB| = |TC|2 =7 —|TS|2 .
Kako bi to rijesila teorija?

Dokazimo da je |TA|-|TB| = |TC||TD|.

Oblik rada: rad u skupini — ucenici se mogu podijeliti u tri skupine, tako da svaka skupina provede
jedan od triju dijelova dokaza: I. Tocka T izvan kruznice, II. Toc¢ka 7 unutar kruznice, III. Jedan od pra-
vaca je tangenta kruznice. Nastavnik obilazi skupine i po potrebi usmjerava rad uc¢enika podrzavajuci
1 drugacije ideje (postupak) dokaza.

Predstavnici skupina predstavljaju dokaze na ploci.

Dokaz:

1. To¢ka T izvan kruznice:

Cetverokut ABCD je tetivni pa vrijedi o + v =180°i 3+ 6 = 180°.
/TCB=180°—y=a i ZTBCB=180°—(3=¢

Poteoremussli¢nosti trokuta (dva kuta jednaka) vrijedi ATCB ~ ATDA , paimamo: |T A| : |T C | = |T D| : |T B
odnosno |TA|-|TB| =|TC|-|TD|.

b

II. To¢ka T unutar kruznice:

Obodni su kutovi nad istim lukom jednaki, pa vrijedi: ZBDT =/ZTAC 1 £ZDBT =/TCA,
ATAC ~ ATBD = |TA|:|TD| =|TC|:|TB|, odnosno |TA|-|TB|=|TC|-|TD|.
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II1. Jedan je od pravaca tangenta kruznice:

ZASC =23 (sredi3nji i obodni kut)
2-(90°—ZTCA)+23=180° = LTCA= (3

, odnosno |TA|-|TB| = |TC|2 .

ATCA ~ ATCB = |TA|:|TC|=|TC|:|TB
Ucenici ¢e uociti da je potencija tocke T's obzirom na kruznicu pozitivna ako se to¢ka 7" nalazi izvan
kruznice, negativna ako se tocka 7 nalazi unutar kruznice i1 nula ako se tocka 7" nalazi na kruznici.

Primijenite nauceno.

Oblik rada: rad u paru ili u skupinama

Zadatak 1:

Ucenici ¢e po uputama konstruirati to¢ku 7, vidjeti da je trag to¢ke 7T kruznica koncentricna zadanoj

kroz toc¢ku 7 1 konstruirati tu kruznicu.

m
E F

m EF =2,25 cm

BC =105 cm
BC = 4,80 cm

BCBD = 5,08 cm?

Zadatak 2:

Upute:

— Moramo konstruirati duzine duljina @ 1 b tako da vrijedia—b=71 a-b=125.

— Konstruirajmo kruznicu &, promjera veceg od 7 ¢cm i na njoj tetivu AB duljine 7 cm.
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— Konstruirajmo kruznicu £, ¢ije tocke u odnosu na kruznicu &, imaju potenciju 25.

—  Produzimo tetivu AB preko vrha B do sjeciSta C sa kruznicom k..

— Vrijedi daje a=|4C| i b=|BC|.
Zadatak 3:

Upute:
Ograda je pravac p, vocke tocke 4 1 B.

— Neka je tocka T presjek pravca 4B i pravca p.
— Na pravcu p treba odrediti tocku D tako da vrijedi |TA| . |T B| = |T D|2

— |BA|=|14|, |BB|’ =|BA|-|TB|=|TA|-|TB

BB|=|TD|

B

> >

— Na pravac p od to¢ke 7' nanesemo duljinu |BB '| = |T D| .
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— Konstruiramo kruznicu kroz to¢ke 4, B 1 D.

Zadatak 4:

Upute:
— Neka su obale krakovi kuta, a oto¢i¢ tocka 4 unutar kuta.
— Kruznica prolazi to¢kom A4’ koja je simetri¢na tocki 4 s obzirom na simetralu kuta.

— Dalje postupamo kao u prethodnom zadatku.

Mozemo li viSe?

Zadatak 5.

Ucenici ¢e po uputama konstruirati tocku 7, vidjeti da je trag tocke 7 kruZnica koncentri¢na zadanoj
kroz tocku T'1 konstruirati tu kruznicu.

Zadatak 6.
Ucenici ¢e konstruirati kruznice kao u Zadatku 1. Tocke koje imaju potenciju |PR|2 u odnosu na obje

zadane kruznice sjeciSta su tih kruznica. Ucenici ¢e pomicuci tocku R vidjeti da se tocke koje imaju

.. 2 . v -
potenciju |PR| u odnosu na obje zadane kruznice nalaze na dva polupravca.
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Zatim ¢e konstruirati kruznice kao u Zadatku 5. te ¢e pomicuci to¢ku R vidjeti da se tocke koje imaju

potenciju —|PR|2 u odnosu na obje zadane kruznice nalaze na duzni. Takoder ¢e uociti da polupravci
1 duzina pripadaju jednom pravcu koji se zove potencijalna os.

Potencijalna os za kruznice koje se/su:

a. dodiruju je zajednicka tangenta u tocki dodira
b. sijeku je pravac koji spaja njihova sjecista
c. ne sijeku je pravac okomit na spojnicu njihovih sredista

d. koncentri¢ne ne postoji.

1.8. Preslikavanja ravnine

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
» translatirati tocke za zadani vektor te odrediti njihove koordinate
 istraZziti i opisati svojstva translacije, osne simetrije, centralne simetrije, rotacije i homotetije
» dokazati da su translacija, osna simetrija, centralna simetrija i rotacija izometrije
» dokazati da homotetija nije izometrija
» crtati osno 1 centralno simetri¢ne tocke te odrediti njihove koordinate
+ otkriti da je centralna simetrija poseban slucaj rotacije za 180°
» otkriti da se osna simetrija moze definirati kao translacija za vektor
« pomocu koordinata zapisati rotaciju oko ishodista koordinatnog sustava za kut o
» otkriti da je kompozicija dviju osnih simetrija s obzirom na usporedne osi translacija
» otkriti da je kompozicija dviju osnih simetrija s obzirom na osi koje se sijeku rotacija

» vrednovati svoj rad.

U ¢emu je problem?

Nastavnik ¢e s ucenicima ponoviti trazene definicije:

— Translacija: Neka je FQ zadani vektor. Translacija u smjeru vektora FQ preslikavanje je

ravnine koje svakoj tocki 4 ravnine pridruzuje tocku A’ tako da je A4 = ITQ .
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— Osna simetrija: Neka je p zadani pravac. Osna simetrija s obzirom na pravac p preslikavanje

je ravnine koje svakoj tocki 4 ravnine pridruzuje to¢ku A4’ tako da je p simetrala duZzine A4
ako A nije na pravcu p,a A’ = A4 ako je 4 na pravcu p.

— Rotacija: Neka je zadana tocka O 1 kut a. Rotacija oko to¢ke O za kut o preslikavanje je ravni-
ne koje svakoj to¢ki 4 ravnine pridruzuje to¢ku 4’ tako da je |OA' | = |OA| i /404 =«

— Centralna simetrija: Neka je zadana tocka O. Centralna simetrija s obzirom na to¢ku O pre-
slikavanje je ravnine koje svakoj tocki 4 ravnine pridruzuje tocku 4’ tako da je O poloviste

duzine H .

Potrazite pomo¢ tehnologije.

Translacija
mPQ = 3,95cm —
. mAB =354 cm
mAA'=3,95cm N
mAB'=354cm
m BB’ = 3,95 cm /Q A
P
A I
T B

B

Ucenici ¢e uoditi da su duzine AB i A'B’ usporedne i jednakih duljina. Uz pomo¢ nastavnika mogu
provesti dokaz.

AB+BB +B'A' + A'4=0, kako je po definiciji translacije PO = 44’ = BB’ , imamo

AB+PQ+B'A +(~PQ)=0

AB+B'A =0
AB—=—B'A
AB=AB"

Ucenici ée uo¢iti da tocka T” pripada duzini 4’'B’ i zakljuditi da translacija duzinu preslikava u duzinu.

Neka je P—Q vektor translacije, P(xP, yP), Q(xQ, yQ> . Translacija u smjeru vektora P—Q svakoj tocki

A(x,,y,) pridruzuje tocku A4’ (x,,,, ), pri emu je

Xy =X+ Xy —Xp Yy =ViTYo—Vp
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Geometrija 1

ol

0: (-2,00, 5,00

Xa=Xp+Xq-Xp = 3,00 1 A" (3,00, 4,00)
L

Ya=Yi+Yo-Yp = 4,00 -

ol Yo yp

P:(-6,00,2,00)  XQXp /

A: (~1,00, 1,00) XQXp

Osna simetrija

mAB = 5,60 cm

ﬂ/‘ﬁf

KSQ S2 |
A &4

1
’

T'
mAB = 5,60 cm

B

’

Ucenici ¢e uotiti da su duzine AB i A'B’ jednakih duljina, ali da nisu paralelne. Pravci kojima pripa-
daju sijeku se na pravcu p. Uz pomo¢ nastavnika mogu provesti i dokaz:

A
>B
4
P C D
73,
A'

Neka je tocka P proizvoljna tocka na pravcu p. Trokuti PAC i PA’C su sukladni (|AC|:|A'C
£PCA= £PCA',PC zajednitka) pa je |PA|=|PA’
kuta PBD i PB'D slijedi |PB|=|PB’
PA'B' pa je |AB|=|4'B'|.

b

, £APC = XA'PC . Analogno, iz sukladnosti tro-
, £BPD = £B'PD . Zaklju¢ujemo da su sukladni trokuti PAB i
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Ucenici ¢e uoditi da tocka 77 pripada duzini 4’B’ i zakljugiti da osna simetrija duZinu preslikava u

duzinu.
Osna simetrija s obzirom na os x svaku tocku Osna simetrija s obzirom na os y svaku tocku
T(x,y) preslikavau T'(x,—y). T(x,y) preslikavau T'(—x, ).
4+ 44
4:(-1,00,3000 o | |
2+ B: (2,00, 1,00) B" (-2,00,2,00) ®————=21———@ B: (2,00, 2,00)
js t t t @ l t t é t _%5 t t t t @ t t t é t
T 4: (-3,00,-1,00) © T ® 4% (3,00, -1,00)
-2 B" (2,00, -1,00) 2+
e +
A" (1,00, -3,00) ol
Osna simetrija s obzirom na simetralu I. 1 III. Osna simetrija s obzirom na simetralu II. 1 I'V.
kvadranta svaku tocku T (x, y) preslikava u kvadranta svaku tocku T (x, y) preslikava u
/ /
7' (3.x). ' (—y,-3).
ol 1
B" (1,00, 3,00) 4" (2,00, 3.00)
A4: (-2,00, 2,00)

B: (3,00, 1,00) B: (3,00, 1,00)

A" (2,00, -2,00)

-2
A: (=3,00, -2,00) / |

B" (~1,00, -3,00)
i

Rotacija
Ucenici ¢e uoditi da su duzine AB i A'B’ jednakih duljina, ali da nisu paralelne. Uz pomo¢ nastavnika
mogu provesti i dokaz:

Trokuti OAB i OA'B’ su sukladni (|OB| =|0B’
i £B'OA). Zakljutujemo da je |4B|=|4'B’|.

,£AOB = XA’ OB’ jer se sastoji od kuta o

04|=|04'

3

Ucenici ¢e uociti da to¢ka T” pripada duzini A'B’ i zakljugiti da rotacija duzinu preslikava u duzinu.
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Geometrija 1

A’ B

mZAOA' = 50,00° o m«/BOB' = 50,00°
mAB =924 cm mAB'=9.24 cm

Tocka T (x, y) pri rotaciji oko ishodista koordinatnog sustava za kut o preslikava se u tocku
T’ (x cosa — ysina, xsina + y cos a) . S u€enicima prvog razreda ovaj dio moze se izostaviti. UCenici
vi$ih razreda mogu formulu provjeriti u programu dinamicne geometrije.

7xAv:xA-cos(m4AOA') - ya'sin(m£AOA’) = 6,22

1 Y o =Xa8iN(MZLAOA") + ya-cos(m£AOA’) = 1,43

A% (6,22, 1,43)

: o o+
T mZAOA'=75,00°

il A: (2,99, -5,64)

Centralna simetrija

B

A!

B!

Ugenici ¢e uoditi da su duzine ABi A'B’ jednakih duljina 1 da su paralelne. Uz pomo¢ nastavnika
mogu provesti 1 dokaz:

Trokuti OAB i OA'B’ su sukladni (|OB|=|0B'|,|04| = |04'|, £40B = £4'OB"). Zakljutujemo da je
|4B| = |A'B’| . Paralelnost proizlazi iz jednakosti kutova £4BO = £OB’A’ .
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Ucenici ¢ée uotiti da tocka T” pripada duzini A4'B’ i zakljugiti da centralna simetrija duzinu preslikava
u duzinu.

A" (=1,00, 3,00)

mAB = 3,41 cm
B: (2,00, 1,00)

5
B (2,00, -1,00)

mBJA =3,41cm
A4: (1,00, -3,00)

Centralna simetrija poseban je slucaj rotacije oko ishodista koordinatnog sustava za kut 180°.
Za o = 180° dobivamo:

x' = xc0s180°— ysin180° = —x
y' = xsin180°+ ycos180° = —y |

odnosno 7’ (—x,—y).

Osnu simetriju moZemo zapisati kao translaciju za vektor 2YTT; pri kojoj je T ortogonalna projekcja
tocke 7'na os simetrije s .

—_— —

TTs =TT
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Geometrija 1

Homotetija

Ucenici ¢e tocku 4’ konstruirati kao sjeciSte pravca OA i kruznice sa srediStem u toc¢ki 4 polumjera

|OA| . Analogno ¢e konstruirati tocku B’. Uocit ¢e da ovo preslikavanje nije izometrija.

Zadatak 1.

Ucenici ¢e konstruirati to¢ku A’ kao presjek pravea i kruznice ili dvaju pravaca.

k=3
k=2
3

Ucenici ¢e konstruirati homoteti¢nu sliku koriste¢i transformaciju programa dinami¢ne geometrije.

Uokit ée da su duzine AB i A'B’ paralelne i da vrijedi |4'B'| = |k||4B|.

BA=8,10 cm k=-0,40
AB'=324cm BAJk=324cm

A!
B
0 B'

Trokuti AOB i A’OB’ sli¢ni su po S-K-S poucku o sli¢nosti trokuta.
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| A: (1,18, 2,83) A" (2,47,5,94)
61 o k-xA = 2,47
A’ ky =594
4 k=2,
I ]
2 A
® 5 1‘0

Homotetija sa srediStem u ishodiStu koordinatnog sustava svakoj tocki T (x, y) pridruzuje tocku

T (kx,ky).
Zadatak 2.

Trokuti su sli¢ni, koeficijent slicnosti je k.

B bkg'

Zadatak 3.

Zadatak ima tri rjeSenja ako je trokut Siljastokutni, a ako je tupokutni onda ima jedno rjeSenje.

Tupokutni trokut

Nacrtamo kvadrat tako da na najduljoj stranici trokuta budu dva vrha kvadrata i na jednoj od preostalih
stranica jedan vrh kvadrata. Na kvadrat primijenimo homotetiju sa srediStem u vrhu 4 i koeficijentom
[4F"]
= W )
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Geometrija 1

Siljastokutni trokut
c
Z |
A
A r
/N
m A'C' = 240,00°
N\
m C'C"=120,00°
e
V\\

Primijenite nauceno.

Zadatak 4.

Rjesenje: k-120°, k€ Z.

A
C

/B/A'

~ -

Zadatak 5.

RjeSenje: Postoji rotacija za 180°.

Zadatak 6.

Rjesenje: Postoji translacija.

mBA= 3,10 cm
mBA = 3,10 cm
mA"B"=3,10 cm

~~~

mA"A'=60,00°
N

m AA'=60,00°

AA"= 3,65 cm
BB" = 3,65 cm
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Zadatak 7.

RjesSenje:

a) Dobiva se duzina koja se moze dobiti iz AB translacijom za vektor okomit na s, is,, duljina tog
vektora jednaka je dvostrukoj udaljenosti pravaca s, is,.

Udaljenost A do s =5,79 cm

Udaljenost A, do s1=5,79 cm

Udaljenost s1is; =1,93cm 4 A, A

(Udaljenost sy i s;)2 = 3,86 cm
AA; = 3,86 cm

BB, = 3,86 cm

B B,
Udaljenost A, do s, = 3,86 cm

B
S1 > 1

Udaljenost A, do s, = 3,86 cm

b) Dobiva se duZina koja se moZe dobiti iz AB rotacijom oko presjeka pravaca s, is, za dvostruki
kut $to ga ti pravci zatvaraju.

m«£COE =75,81°
m«ZCOE-2 = 151,62°

~~
m BB" =151,62°

~~
mAA"=151,62°
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1.9. Parabola

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
* prepoznati parabolu opisanu svojim tangentama
* odrediti tocku koja pripada paraboli
» pokazati da konstruirane tocke zadovoljavaju definiciju parabole
* uociti svojstva parabole

+ dokazati svojstva parabole.

Za odvijanje aktivnosti predvidena su dva Skolska sata. Za konstrukciju parabole presavijanjem papira
potrebno je pripremiti dovoljno materijala, za svakog ucenika barem po jedan arak papira. Za izvedbu
ostalih konstrukcija te izvodenje zakljuaka o svojstvima parabole pretpostavlja se upotreba racunala
1 programa dinami¢ne geometrije.

Nastavnik ¢e pratiti pojedina¢ne radove ucenika, intervenirati ako uoci da ucenik nije u moguénosti
pratiti nastavne materijale, pomoc¢i pri koristenju racunalnog alata te ih uputiti u provodenje dokaza
ili s njima provesti dokaze. Brzim ucenicima preporucit ¢e da se zadrze na dijelu ,,Kako bi to rijeSila
teorija?* i ,,MoZemo li vi§e?*. U nastavku su prikazani predvideni ucenicki postupci i zakljucci.

Konstrukcija parabole po modelu

Razmislite:
1. Simetrale duZine ocrtavaju parabolu ¢ije su tangente.
2. Tocka D presjek je simetrale duZine AF i okomice na

ravnalicu u tocki 4.

D
Kako bi to rijeSila teorija?
y . . N o F

1. Tocka D nalazi se na simetrali duzine AF te vrijedi

d(D,A)=d(D,F), a jer je DA okomita na r slijedi P

d(D,A): d(D,r) te prema definiciji tocka D pripada y,

paraboli ¢iji je fokus F' 1 ravnalica 7. x

2. Pretpostavimo suprotno tj. da postoji 7 =D takva
da T pripada pravcu s i paraboli. Tada vrijedi d(T,4)=d(T,F) i d(T,r)=d(T,F) te slijedi
d(T,A)=d(T,R)=T=D.
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Primijenite nauceno.

Nakon $to su provedene konstrukcije, uputimo ucenike na istrazivanje svojstava parabole te donosenje
zakljucaka.

Svojstvo 1

Ucenici uocavaju zrcalno svojstvo parabole, zrake paralel-
ne sa osi parabole odbijaju se kroz zariste.

T,
s
s
s
normala 7
7
s
7
Svojstvo 11 D I
j AN '

Tocke A 1 B simetrine su s obzirom na tjeme parabole O. /
Cetverokut ACDF je romb. 0

C

Svojstvo 111

Kut ZDFS =90°.

/\

Mozemo li viSe?

Ucenike koji dodu do svojstava moZemo uputiti da dokazu neka (ili sva) od triju svojstava.

Dokaz /

Neka zraka paralelna s osi parabole sijece parabolu u tocki 7. Konstruirajmo polupravac TF.
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Geometrija 1

Konstruirajmo simetralu kuta /NTF . Simetrala sadrzi
tocku 7'1 vrijedi d(T,F) = a’(T,N) , jer je u jednakokrag-
nom trokutu simetrala kuta u vrhu 7 ujedno simetrala na-
suprotne stranice NF . Stoga je simetrala ujedno i tangen-
ta, pa je normala u tocki 7 ujedno i simetrala kuta zraka
— T'— F . Zraka odbijanja prolazi zariStem parabole.

Dokaz 11

Iz sukladnosti trokuta CPD 1 FPA, te sukladnosti duzi-

na CD i DF slijedi da je CAFD romb (C je suprotiste od F s
obzirom na tangentu u D). Slicno, zakljucujemo da su pra-
vokutni trokuti FBD 1 CAK sukladni, te tvrdnja slijedi jer je
d(B,0)=p+d(F,B)=p+d(K,A4).

Dokaz 111

Trokuti DFS i SGD sukladni su (SKS poudak). ZG =90°, slijedi ZF = 90°.

1.10. Elipsa

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
* prepoznati elipsu koja je zadana graficki
» odrediti elemente elipse (fokuse, poluosi)
» pokazati da konstruirane to¢ke zadovoljavaju definiciju elipse ili njezinu jednadzbu

* modelirati problemsku situaciju.

Za odvijanje aktivnosti predvidena su dva Skolska sata. Planirano je da vrtlarska konstrukcija elipse
najprije bude izvedena u uvjetima koji simuliraju uvjete iz naziva konstrukcije, pa se pretpostavlja
upotreba stiroporne ploce, dvaju ¢avlica, debljeg konca i olovke. Za izvedbu daljnjih konstrukcija
pretpostavlja se upotreba racunala i programa dinami¢ne geometrije. Posljednja konstrukcija izvodi se
presavijanjem kruga od papira, pa treba planirati i taj materijal.
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Nastavnik ¢e pratiti pojedinacne radove u€enika, intervenirati ako uoci da ucenik nije u mogucnosti
pratiti nastavne materijale, pomoc¢i pri koriStenju racunalnog alata. Brzim ucenicima preporucit ¢e da
se zadrze na dijelu ,,Kako bi to rijesila teorija?*, ,MoZemo li viSe?* 1 ,,Primijenite nauceno., a koji
je prikazan u nastavku.

Kako bi to rijeSila teorija?

Zidarska konstrukcija elipse

Velika poluos elipse nalazi se na osi ordinata i vrijedi a = |AC ,a

mala poluos se nalazi na osi apscisa i vrijedi b = |BC | .

Zelimo dokazati da se to¢ka C nalazi na elipsi, odnosno da njezi-
ne koordinate zadovoljavaju jednadzbu elipse.

_ ' . |4c] |[cD|
Kako je AADC slican ABEC, to je —— =1== odnosno
5| |cE]
a_J
b |CE|
Primijenimo 1i Pitagorin poucak na ABEC, dobivamo
2.2

b* =x*+|CE |2 =x’+ ba); iz dega dijeljenjem s b*> dobivamo jednadzbu elipse ¢ija se velika poluos

Slijedi |CE|= %y :

nalazi na osi ordinata, a mala poluos na osi apscisa.

Elipsa kao afina slika kruznice

Valja uociti da su trokuti AORPi1 AQTP sli¢ni trokuti.
Iz njihove slicnosti slijedi proporcionalnost odgovaraju-

¢ih stranica @ = M, odnosno —= Y i, cega slijedi
w l0Q| |RT by
Yp = 7 .

Primjenom Pitagorina poucka na trokut AORP imamo

2.2
a=x+y, =x +% . Dijeljenjem s a? slijedi da ko-

ordinate tocke 7 zadovoljavaju jednadzbu elipse.
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Mozemo li viSe?

Nakon $to je konstrukcija sprovedena na ove nacine (Simetra-
le duzine i elipsa, Konstrukcija elipse presavijanjem papira),
elipsa je opisana svojim tangentama. Tocke S 1 F' fokusi su
elipse. Tocka D tocka je dodira elipse i1 tangente 1 moZe biti
konstruirana kao presjecnica tangente i spojnice tocaka 7 i
S. Jasno je da tocka D pripada elipsi jer je D tocka simetrale
TF , paje |FD|=|DT]| i totka D pripada polumjeru ST , pa je
|DF|+|DS|=|DT|+|DS|=|ST|=r.

Primijenite nauceno.

Velikoj poluosi elipse odgovara udaljenost kante
od podnozja ljestvi, a maloj poluosi udaljenost ~
kante od vrha ljestvi. Neka je kanta u koordinatnom sid
sustavu predstavljena tockom 7. Valja uociti J \
sli€nost trokuta DTB i CAT. Tada je éz 2 iz / \
x |c4
Cega slijedi, uz primjenu Pitagorina poucka na

2 2 2
a a a *

je da tocka T(x,y) zadovoljava jednadzbu elipse .

2
tokut CAT, )bc—z— =1—=. Jasno \

VW 7 tlo

_leaf @y oy nd ;

¢ija se velika poluos a nalazi na osi ordinata, a ------------ R =

mala poluos b na osi apscisa.

1.11. Modeliranje krivuljama drugog reda

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
* procijeniti rjeSenje postavljenog problema
* prepoznati koja krivulju modelira danu situaciju
+ zapisati jednadzbu krivulje
» skicirati promatranu krivulju uz pomo¢ tehnologije 1 bez nje
* primijeniti znanja o krivuljama drugog reda u primjerima iz stvarnog Zivota.

Ova aktivnost predvidena je za dva Skolska sata.
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Mozete li pretpostaviti?

Ucenici ¢e mozda pretpostaviti da se posjetioci 1 vodi¢ nalaze na osi elipse.

Napravite model.

1. Po uvjetima zadatka zakljucujemo 2b = 14, 2a = 29.5 pa je jednadzba elipse koja modelira
2 2

promatranu dvoranu A + Y _1. Linearni ekscentricitet je e=+a’—b> ~12.983 pa
217.5625 49

zakljuCujemo da su posjetioci udaljeni 25.97 m.

2. Zvu¢ni val se odbija pod istim kutom pod kojim dolazi do prepreke. Ako se Sapat iz jednog
fokusa ¢uje u drugom zvucéni se val iz jednog fokusa mora uvijek reflektirati u drugi.

Potrazite pomo¢ tehnologije.
Ucenici ¢e po uputama nacrtati elipsu 1 tangentu. Mjerenjem Ce ustanoviti da pravei F\ T, i F,T, za-

tvaraju s tangentom jednake kutove te da to svojstvo vrijedi za sve tocke na elipsi. Uocit ¢e da isto
svojstvo vrijedi 1 za sve elipse.

Kako bi to rijeSila teorija?

Treba dokazati da se zvuk odbija pod istim kutom.

bZ
klz_xoz’kzz 2o ey = Yo
Yoa X, te X, —e
o XD
g0 — x,+e y,a _ vy a’ +x,’b* + x,eb’ |
2 2 2 2
1—_ Yo | xb XoVod~ + yoea” —x,yb ‘
X, +e y,a
| @it | |P(@ Hxe)| |
XoVo (a2 —bz) + y,ea’ yoe<xoe + a2> Vo€
yO + x0b2
X,—e  y,a vy a’ +x,’b* — x,eb’ |
gl = Sl 2 2 2
1— Yo X XpYod — Yoea” — X, ¥, ‘
X, —e y,a’
B a’b® — x,eb’ |_ b* (az —xoe) |_ _ p*| | b
X0 Vo (a2 — bz) —yea’| |ye (xoe — az)‘ yoel |yoe
Dakle, a = 3.
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Mozemo li viSe?

Iz podataka je b = 4, to¢ka (8,1) pripada elipsi. Dobije se a° = %, e~ 7.23,h~1.94. Sjedala treba

postaviti na udaljenost 77 cm od ruba dvorane, a visina dvorane iznad sjedala je 1.94 m.

Primijenite nauceno.

Radni centar 1 — Elipsa

1. Najmanja je oko 207 milijuna kilometara, a najvec¢a 250 milijuna kilometara.

9.73
2. Iz podataka je 2a = 11.23. Nadalje, tocka [7,6.31—b] pripada elipsi. Dobivamo kvadratnu

jednadzbu za b:
0.7506996 b*—12.62 b +39.8161 =0
paje b~4.21. Tolka na elipsi je (4.865, 2.1). Sirina krila je 2-2.1=4.2 m.

Radni centar 2 — Hiperbola

1. 2a=0.37-500=185 km

2¢ =200
2 2
A
8555.25 1443.75
2.
A(50,—91)
B(28.5,0)= a=28.5
C(x,31)
Jednadzba hiperbole:
xZ y2
285 b
500 (-91)
— -1
28.5° b’
6751 _ 82§1 = b’ =3985.330914
3249 b
Tocka C:
x’ 31°

28.5° 3985.330914
x> =1008.111339
x=31.75

Sirina dimnjaka na vrhu je 63.5 m.
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Radni centar 3 — Parabola

1. S obzirom na odabir koordinatnog sustava moguca su razlicita rjeSenja. Jedno od mogucéih rjesenja

) 16 . . . ) 16 . .
jer ¥y’ = ?x , ako je duljine mjerimo u metrima, odnosno y* = x ako duljine mjerimo u cen-

timetrima.

2. a. S obzirom na odabir koordinatnog sustava neka od mogucih rjesenja su:

— Ako je ishodiste na vrhu luka jednadzba je y = —7710 x’.

— Ako je ishodiste na rijeci u sredini mosta jednadzba je y = —%(ﬁ —3600).

— Ako je ishodiste na sredini ceste jednadzba je y = — % x> —1.

b. Duljine potpornih stupova u metrima su: 1, 1.14, 1.56, 2.25, 3.22, 4.48, 6.

1.12. Tjemena jednadzba krivulja drugog reda

U ovoj ¢e aktivnosti u€enici:
e istraziti vezu medu zadanim veli¢inama rabe¢i program dinami¢ne geometrije
e odrediti pravilo koje povezuje zadane veli¢ine
e generalizirati pravilnosti i veze medu zadanim veli¢inama
e odrediti egzaktnu formulu koja povezuje zadane veli¢ine

e vrednovati svoj rad.

Aktivnost je predvidena za dva skolska sata.

Kako to izgleda?

Oblik rada: rad u skupini

50



Geometrija 1

Mozete li pretpostaviti?

Oblik rada: rad u skupini
Ucenici ¢e unutar skupine raspravljati o postavljenom zadatku i pokusati zapisati jednadzbe. Vjerojat-

no ¢e doci do trazenih jednadzbi:

AT 2 2 2
v —2ps, 80 za) PPN o) N Y
a

b’ a’ b’
Potrazite pomoc¢ tehnologije.

Nastavna pomagala: ra¢unalo za svaki par ucenika

Oblik rada: rad u skupini. U€enici ¢e se podijeliti u dvije skupine. Jedna skupina radit ¢e elipsu 1 para-
bolu, a druga hiperbolu i parabolu.

xr= 3,47 yr=527
p =4,00cm y?=2779

2:p-xr=27,79 cm
PABCD = 27,79 sz PEGHT = 27,79 sz

x7=4,51 yr= 3,44

PABCD = 27,04 sz Peteg = 11,81 cm? 4

Pasco = Peree = 15,24 cm? D (G
Pascp — Perre ) 2
=2 _0,750m
X7
e 2p b -
e TR
a=4,00cm P =0,75
a
b=3,46 cm 2
b2
p=3,00 cm a7 3,00 cm A
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PRIRUCNIK ZA NASTAVNIKE

yr=16,89 xr=298 °

Perer = 47,53 cm? Pasco = 31,76 cm?
8

Perar — Pasco = 15,76 cm? T G

PEFGT_ PABCD 5
—7 - 178cm
7 D
a=3,00cm P _ 178 4
a
cm
bZ 2
p =5,33 ¢m —=5,33cm
2p
10 F'] 5 S a V E 5 1UF
-2
»
A, B
parabola V2 =2px
elipsa
Y =2px— P
hiperbola - P
y =2px+—x
a

Kako bi to rijeSila teorija?

U ovoj ¢e aktivnosti uCenici izvesti tjemene jednadzbe elipse 1 hiperbole.

. (x - a)2 v : . 2 ’ P
1z jednadzbe ——+=5 =1 izrazimo y~ =2—x——x, isto tako
a b a a
. (x + (1)2 y2 . 2 ’ ’ 2 . . . .
iz jednadzbe ~————— el =1 dobijemo y~ =2—x+— x". Zatim malo pojednostavnimo jednadz-
a a a

2
be stavljajuci L = p, poluparametar elipse odnosno hiperbole.
a

Jednadzbe prelaze u: y* = 2px—Lx* i 2 = 2px + £ x* §to nazivamo jednadzbom elipse, hiperbole
a

u tjemenom obliku. a
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Geometrija 1

Mozemo li viSe?

Koriste¢i zadane oznake ucenici ¢e pokusati do¢i do zajednicke jednadzbe elipse, hiperbole i parabole
u tjemenom obliku.

2 2 2 2 2
Uvedemo li oznaku ezf, za elipsu ¢emo dobiti & :e_2: a 2b zl—b—2:>£:b—2:1—52.
a a a a a a
2 2 2 2 2
Isto tako, za hiperbolu iz e=2 slijedi 52:e—zza _tb :1+b—2:>£:b—2:£2—1:—(1—52)
a a a a a a

Iz ovoga slijedi da je zajednicka jednadzba elipse, hiperbole 1 parabole u tjemenom obliku:

y° :2px—<1—52)x2.
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= Geometrija 2

2. Geometrija 2

2.1. Presjek kocke ravninom

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:

e na fizickom modelu kocke (plastelin, model masa, stiropor) pomocu nozi¢a naciniti presjek
kocke ravninom

e konstruirati presjeke kocke ravninom

e istraziti postojanje razliCitih presjeka kocke ravninom

e odrediti vezu izmedu poloZzaja triju tocaka na vrhovima i bridovima kocke sa likom presjeka
e izracCunati povrSinu presjeka kocke ravninom

e primijeniti presjeke u problemu iz svakodnevice

e vrednovati svoj rad.

Aktivnost je predvidena za dva Skolska sata.

Kako to izgleda?

Potreban materijal: plocica plastelina i noz za svakog ucenika, radni listici
Oblik rada: rad u troclanim skupinama - kolo naokolo.

Ucenike podijelite u troclane skupine. Svaka skupina dobiva tri razli¢ita radna listi¢a, po jedan za sva-
kog ucenika u skupini. Svaki ucenik u skupini dobiva 1 plo€icu plastelina 1 noz. Ucenici rjeSavaju prvi
zadatak na svom listicu. Kad rijeSe prvi zadatak predaju listi¢ zajedno s modelom kocke u¢eniku do
sebe. Zatim rjeSavaju drugi zadatak na novom listi¢u. Pri odredivanju presjeka kocke i ravnine mogu
se koristiti modelom kocke koji su dobili. Zatim ponovo predaju listi¢ 1 model u€eniku do sebe 1 rjesa-
vaju tre¢i zadatak. Ucenici ¢e uociti da je presjek trokut ili pravokutnik.
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Radni listi¢ 1

1.

Oblikujte plastelin u kocku. Postavite malo plastelina druge
boje u polozaj tocaka P, O, R kao na slici. Nozi¢em odrezi-
te dio kocke tako da rez prolazi zadanim tockama.

Odredite na papiru presjek kocke i ravnine odredene izbo-
rom triju vrhova kocke.

Opisite odnos zadanih to¢aka (P, R vrhovi brida kocke, a O
nasuprotan, i sl.)

Uocite lik koji je nastao presjekom i imenujte ga.

Radni listi¢ 2

1. Oblikujte plastelin u kocku. Postavite malo plastelina druge

boje u polozaj to¢aka P, O, R kao na slici. Nozi¢em odrezite

dio kocke tako da rez prolazi zadanim tockama.

Odredite na papiru presjek kocke 1 ravnine odredene izborom

triju vrhova kocke.

Opisite odnos zadanih tocaka (P, R vrhovi brida kocke, a O

nasuprotan, i sl.)

Uocite lik koji je nastao presjekom i imenujte ga.

Radni listi¢ 3

Oblikujte plastelin u kocku. Postavite malo plastelina druge
boje u polozaj to¢aka P, O, R kao na slici. Nozi¢em odrezi-
te dio kocke tako da rez prolazi zadanim tockama.

Odredite na papiru presjek kocke i ravnine odredene izbo-
rom triju vrhova kocke.

. Opisite odnos zadanih tocaka (P, R vrhovi brida kocke, a O

nasuprotan, 1sl.)

Uocite lik koji je nastao presjekom i imenujte ga.
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Potrazite pomoc¢ tehnologije.

Korak 1

Oblik rada: individualni

Nastavna pomagala: raCunalo za svakog ucenika.

Ucenici crtaju kocku i kreiraju alat.

Korak 2

Geometrija 2

Koriste¢i alat u€enici ¢e nacrtati Sest kocki 1 oznaciti zadani polozaj tocaka na svakoj nacrtanoj kocki.

R

R_~
P 5
Q
‘ Q
J P
Korak 3

R

Ucenici konstruiraju presjeke kocke i ravnine zadane tockama PQOR. U prva ¢e tri primjera ucenici

spajati tocke koje pripadaju istoj plohi te konstruirati paralele u paralelnim plohama.

R
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PRIRUCNIK ZA NASTAVNIKE

O cetvrtom ¢e primjeru ucenici konstruirati pravac PR, a zatim paralelu s pravcem PR tockom Q.
Odredit Ce presjek te paralele i straznjeg lijevog brida te spojiti taj presjek s tockom R. Dalje ¢e spajati

tocke na istim plohama i konstruirati paralele.

Q

U petom ¢e primjeru konstruirati probodiSte pravca QR 1 ravnine donje baze. Zatim ¢e konstruirati
pravac koji sadrzi probodiste i paralelan je s pravcem PQ. Ovisno o poloZaju to¢ke R rjeSenje moZze

biti Sesterokut ili peterokut.

Korak 4

Ucenici ¢e uociti da presjek moze biti trokut, Cetverokut, peterokut ili Sesterokut.
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Kako bi to rijeSila teorija?

Broj vrhova presjeka kocke ravninom ovisi o polozaju zadane ravnine u odnosu na Sest strana kocke.
Prema tome, ukoliko presjek postoji, on moze biti tocka, duzina, trokut, cetverokut, peterokut ili naj-
vise Sesterokut jer kocka ima Sest strana.

Mozemo li viSe?

Ovdje ¢e ucenici konstruirati presjeke kao i prije, no kod pomicanja to¢aka duz bridova presjeci mogu
»hestati” iako postoje. Potrebno ih je potaknuti da u tom slucaju konstrukciju rade 1 iz druge perspek-
tive.
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Primijenite nauceno.

Zadatak 1.

Presjek je kvadrat, povrSine jednake povrsini strane kocke.

D] Cl
I
P 0
Al : B]
i
I
l
I
Y S R
.-~ D C
- o)
A R B

Presjek je pravokutnik ije su stranice duzina PQ duljine a i duzina P4 duljine |P4|= # , @ pOVI-
2
a’5

2

Sina je P=

.17 R

Presjek je pravilni Sesterokut, ¢ija je stranica duljine aT gdje je duljina brida kocke. PovrSina pre-

3\/§a2

sjeka tada iznosi P = I
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Zadatak 2.

2.8m

Geometrija 2

1.6m

Tkanina je oblika pravokutnika (presjek kocke ravninom) kojemu je jedna stranica duljine 3 m,

a duljinu druge trebamo izracunati. Iz pravokutnog trokuta dobivamo da je druga stranica duljine

V1.2° +3% =410.44 ~3.23 m te su dimenzije tkanine 3 x 3.23, odnosno priblizne povrsine 9.69 m>.

2.2. Presjek piramide ravninom

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:

* na fizickom modelu piramida raditi presjeke ravninom

» konstruirati presjeke piramide ravninom

* racunati povrSine presjeka piramide ravninom

 rabiti vizualizacije 1 prostorni zor

* primijeniti presjeke u problemu iz svakodnevice.

Aktivnost je predvidena za dva Skolska sata.

Nastavna sredstva: Dokument Piramide.gsp

Nastavna pomagala: plastelin 1 nozi¢, racunalo za svakog ucenika.

Trostrana piramida

Kako to izgleda?

Ucenici ¢e u skupini izraditi Cetiri modela piramida i nozi¢em odrezati presjek.
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Potrazite pomo¢ tehnologije.

U zadatcima a. 1 b. ucenici ¢e jednostavno duzinama spojiti tocke P, Qi R jer duzine pripradaju bo¢nim
plohama. U zadatku c. ucenici trebaju uociti da cijeli bo¢ni brid koji sadrzi toc¢ke R i P pripada presje-
ku. U d. zadatku treba konstruirati tocku koja pripada ravnini desne boc¢ne plohe. Ta je tocka sjeciste
pravca QR 1 desnog bo¢nog brida. U slu¢aju kad su tocke P, Q1 R polovista ta su dva pravca paralelna
pa sjeciste ne postoji. U tom slucaju treba konstruirati paralelu p s pravcem QR tockom P. Paralela p
u trazenoj je ravnini presjeka. Osim toga paralela p pripada i ravnini desne bo¢ne plohe. Dokaz: @
je srednjica pa je paralelna s desnim bo¢nim bridom iz ¢ega slijedi da je p paralelna s desnim bo¢nim
bridom. Ravnina bo¢ne plohe sadrzi brid i tocku P pa sadrzi i paralelu p. Tocka S je sjeciSte paralele

p 1 straznjeg bocnog brida. Zakljucujemo da je PS srednjica (jer sadrzi poloviste P 1 paralelna je s

bridom) pa je tocka S poloviste brida kojem pripada. Stoga je i RS srednjica. Presjek je kvadrat.

Kako bi to rijeSila teorija?

253

a. Presjek je jedankostrani¢ni trokut ¢ija je duljina stranice 5 cm, P = 2 cm?,

1043 1043
2

c. Presjek je jednakokrac¢ni trokut, duljine stranica su 10 cm, — cm,
P=25V2 cm.

cm, povrsina je

d. Presjek je kvadrat, duljina stranice je 5 cm, povr$ina je P =25 cm?,
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Cetverostrana piramida

Potrazite pomo¢ tehnologije.

Ucenici ¢e jednostavno kao 1 u slucaju trostrane piramide konstruirati presjeke u zadatcima a. 1 b. U
zadatku c. konstruiramo paralelu s pravecem PQ tockom R 1 sli¢no kao u slucaju trostrane piramide
(d. zadatak) zaklju¢ujemo da ta paralela pripada bocnoj plohi. Mozemo konstruirati presjek paralele
1 bo¢nog brida. U zadatku d. sli¢no kao kod trostranih piramida treba najprije konstruirati tocku X
koja pripada ravnini baze (sjeciSte pravca QR 1 straznjeg osnovnog brida), zatim to¢ku koja pripada
ravnini lijeve bo¢ne plohe (sjeciste pravca PX 1 lijevog osnovnog brida). U slu¢aju kad su tocke P, Q
1 R polovista pravac QR 1 straznji osnovni brid paralelni su pa konstrukciju nije moguce provesti na
taj na¢in. U tom slucaju treba konstruirati paralelu p s pravcem QR tockom P. Paralela p u trazenoj je
ravnini presjeka. Budu¢i da je @ srednjica, paralelna je sa straznjim osnovnim bridom pa je paralelna
1 s prednjim osnovnim bridom iz ¢ega slijedi da se paralela p podudara s prednjim osnovnim bridom.
Stoga traZena ravnina sadrzi oba prednja osnovna vrha. Presjek je trapez.

P
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Kako bi to rijesila teorija?

a. Presjek je jednakokrac¢ni trokut, duljine stranica su 102 cm, cm, povrsina je
P=25V2 cm2.

b. Presjek je jednakokracni trokut, duljine stranica su 10 cm, 10 cm, 1072 cm, povrsina je P =50 cm?.

1043 1043
cm

1043 1043
—— cm,
2 2

c. Presjek je trapez, duljine stranica su 10 cm, — o 5cm, 5 cm, duljina visine je cm,
o 7511
povrsina je P = —1 cm’.

Primijenite nauceno.

Zadatak 1.
e . N 3 .. S 2
Visina piramide je 42, koeficijent sli¢nosti je k = g\/i cm. Povrsina presjekaje P=k"B =18 cm”.

Zadatak 2.

Promjer heliodroma jednak je dvjema visinama jednakostrani¢nog trokuta. Stranica Sesterokuta je 53 m,

koeficijent slicnosti je % , visina male piramide je 1043 , visina zgrade je 100 — 10+/3 ~ 82.68 m.

2.3. Modeliranje tijelima

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
e racCunati oplosje i obujam slozenog tijela
e modelirati problemske situacije sloZzenim tijelima.

Oblik rada: rad u paru

Kako to izgleda?

Ucenici ¢e analizirati od kojih je geometrijskih tijela sastavljeno sloZeno tijelo.

Mozete li pretpostaviti?

U paru mogu raspraviti na¢ine rjeSavanja zadatka i smisliti razlicite strategije.
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Napravite model.

Ucenici ¢e prouciti rijeSeni primjer te usporediti nacine racunanja oplosja i obujma.

Primijenite nauceno.

RjeSenja zadataka:
1. a. 0=112cm?, V=72 cm’
b. 0=152 cm’, V =104 cm’
c. 0=144 cm’, V =96 cm’
2. a. 0=456 cm?, V=208 cm’
b. 0=126 cm*, V =65 cm’
c. 0=568 cm?, V=852 cm’
3. a. 0=216m cm®, V =4687 cm’
b. 0=>572r ecm®, V =15027 cm’
4. V =298.927 mm’ =910.8 mm’

5. 0=131.75m’

Mozemo li vise?

Uz procjenu dimenzija kao na slici mozemo izracunati volumen:
Va~745m’.

AH=15m
BG=2m
DE=12m
KL=16m
JI=12m
JK=04m
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2.4. Matematika egipatskih piramida

U ovoj ¢e aktivnosti u€enici:
 izraditi modele egipatskih piramida
* racunati omjere medu stranicama, visinama i povrSinama
* rabiti vizualizacije 1 prostorni zor
» opisati obiljezja i svojstva geometrijskih tijela
* primijeniti trigonometriju za rac¢unanje kutova i duljina.
Aktivnost je predvidena za dva Skolska sata.

Nastavna sredstva: Dokument Egipatske piramide.gsp

Nastavna pomagala: pribor za crtanje, papir za izradu mreze, ljepilo, Skare, racunalo za svakog ucenika

Napravite model.

Ucenici ¢e izracunati duljine bridova u mjerilu i pomocu njih jednostavno nacrtati mrezu piramida.

Na mrezi mogu izmjeriti visinu pobocke, a na modelu priblizno visinu piramide, a zatim izracunati
povrSinu pobocke i1 kvadrata ¢ija je stranica jednaka visini piramide. U tablici su priblizno prikazane
vrijednosti koje ¢e dobiti.

Naziv Keopsova Kefrenova Mikerinova
Duljine u Brid osnovke 9.2 8.6 4.2
centimetrima u Boc¢ni brid 8.8 8.4 4.0
mjerilu 1 : 25000 Visina pobocke 7.5 7.2 3.4
Visina piramide 59 5.8 2.6
PovrSina pobocke 34.5 30.96 7.14
Povrsina kvadrata 34.81 33.64 6.76

Ucenici ¢e zakljuciti da je prva Taylorova pretpostavka priblizno toc¢na za Keopsovu piramidu, a za
ostale dvije nije. No, obzirom na moguce greske u mjerenju ne mogu biti sigurni da je zaista tako.

Potrazite pomoc¢ tehnologije.

» Ucenici ¢e zakljuciti da u dvodimenzionalnom prikazu trodimenzionalnih objekata izmjerene
veli¢ine ne odgovaraju stvarnim, ali da mogu pronaci pogled u kojem se vide stvarne veli€ine.
Tako ¢e na primjer za Keopsovu piramidu brid osnovke vidjeti u ovom prikazu:
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brid osnovke =230,36 m
bocni brid =219,23/m

Geometrija 2

-
— BA=921cm
nagib BADS
ljuljanje = ——=23036 m D ¢
1 cm A
B
vrinja
Boc¢ni brid i visinu piramide vidimo u ovom prikazu:
4
AV =28,77 cm =
brid osnovke =230,36) m NV'=587 em
boéni brid =219,23m =2 903 m
Iem =146,72 m
nagib
ljuljanje ¢
A BN
vrinja
Kut izmedu pobocke i osnovke vidimo u ovom prikazu:
14
brid osnovke =230,36| m m/NPV =51,87°
bocni brid = m
nagib
ljuljanje Dc
P
vrtnja 4 B N
U tablici su priblizno prikazane vrijednosti koje ¢e dobiti.
y . Duljina .. .. Kut izmedu
Duljina brida . . Duljina visina . o
N bocnog brida - Omjer a: h pobocke i
osnovke a = piramide 4
b osnovke
Keopsova o
. 230.36 219.23 146.72 1.386 51.87
piramida
Kefrenova
o 215.26 209.44 143.86 1.496 53.20°
piramida
Mikerinova
L 105.5 99.31 65.55 1.609 51.18°
piramida
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Kako bi to rijesila teorija?

Primjenjujuci Pitagorin poucak i trigonometriju pravokutnog trokuta, ucenici ¢e izracunati:

Duljina . Duljina Kut .. PovrSina
: Duljina . : : Visina ..
brida ) visina | Omjer | izmedu .. | PovrSina kvadrata
bocnog | . . .. | pobocke y
osnovke . piramide | a:h | pobocke pobocke
brida b ; v
a h 1 osnovke
Keopsova
. p. 203.36 | 219.23 | 146.72 | 1.386 | 51.87° | 186.53 | 21484.4 21526.8
piramida
Kefrenova o
o 215.26 | 209.44 | 143.87 | 1.496 | 53.20 179.67 | 19338.3 20698.6
piramida
Mikerinova .
L 105.5 99.31 65.55 1.609 | 51.18 84.14 | 44383 4296.8
piramida

Ucenici ¢e zakljuciti da prva Taylorova pretpostavka vrijedi za

Keopsovu piramdu (priblizno) i ne vrijedi za ostale dvije. Tako-

der ¢e 1zraCunati:

Opseg Povr§ina
osnovke kruga

K

copsovd 921.44 921.87
piramida
Kefi

cenovd 861.04 903.96
piramida
Mikerinova

L 422 411.86
piramida

Ucenici ¢e zakljuciti da i druga Taylorova pretpostavka vrijedi

za Keopsovu piramidu (priblizno) i ne vrijedi za ostale dvije.

2
* Pretpostavimo daje P= 2 % 2+ [% = y*. Kvadriranjem ove jednadzbe dobivamo bi-
2 4
kvadratnu jednadzbu y* — % Vo= f—6 =0 ¢ije je jedno rjeSenje y = 5 %

Prikloni kut njezinih bo¢nih strana iznosi a = arctg 22 = arctg, /@ =51°49'38" .
X

Konstanta proporcionalnosti zlatnog reza ¢ =

brid i visina nisu u omjeru zlatog reza.

pojavljuje se u forumuli za y, ali osnovni

* UCcenici ¢e zakljuciti da je Mikerinova piramida gradena priblizno u omjeru zlatnog reza, a
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ostale dvije nisu. UCenici mogu primijetiti da je omjer a : & za Kefrenovu piramidu priblizno 1.5
pa mozemo zapisati % = % . Pomnozimo li jednakost sa 44, dobivamo da je opseg baze jednak

opsegu pravilnog Sesterokuta sa stranicom duljine 4.
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Mozemo li viSe?

» Uz pretpostavku da vrijede obje Taylorove pretpostavke dobivamo:

X \/§+1
:—,/—,4x:2 .
y > > y

Izjednacavanjem omjera Yz obje jednadzbe, dobivamo pribliznu vrijednost broja
X

2

Uz pomoc¢ racunala i sljede¢eg dvodimenzionalnog prikaza mozemo priblizno odrediti mjesto pocetka

~3.14.

m=

Zadatak 1.

kopanja tunela:

Uocimo da tunel treba poceti kopati iz unutrasnjosti pira-
mide ako je unutrasnjost prohodna, u protivhom na visini
pobocke.

Oznaceni kut je ve¢ od ranije poznati kut izmedu pobocke 1
baze piramide, a iznosi 53.20°.

h=143.86
Trazenu duljinu tunela x moZemo izracunati pomocu trigo-
nometrijskih omjera: AB
21
21 21 ‘
c0s532°="—, x=———=~35m
X c0s53.2°

Tada je mjesto pocetka kopanja udaljeno priblizno 28 metara od sredista baze, gledaju¢i okomito na
stranicu baze. Najmanji broj dana za kopanje tunela iznosi 35 : 3, §to je 11.66 ili priblizno 12 dana.

Ako to mjesto nije dostupno, duljina tunela je x =164.86-c0s53.2°=98.76 m §to je priblizno 33 dana
kopanja, a mjesto pocetka kopanja je na visini pobocke i 132 metra je udaljeno od vrha piramide.

Duljina tunela moze se dobiti 1 iz kuta pri vrhu piramide: tgy = h 11znosi x = (h + 21)sin v=98.76
a

m. Dakle, za kopanje bi trebalo 33 dana. )

Zadatak 2.
Skica polozaja faraonove grobnice ¢e biti jasnija ako se pomocu danog predloska uoci i konstruira
presjek piramide ravninom koja prolazi tim polozajem, okomita je na osnovku 1 paralelna s visinom

piramide. Na sljedecoj je slici pored tog presjeka nacrtan radi usporedbe sli¢an presjek piramide koji
sadrzi visinu.
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Izdvojimo presjeke:

IzraCunat ¢emo prvo duljine a, a,, a zatim traZenu duljinu x.
Mjere u stopama pretvort cemo u mjere u metrima. Prikloni kut pobocki je o= 51.87°.

Primijenimo poucak o sinusima na zuti trokut.
a, _ 51.56

sin83.13° sin51.87°°
Odatle slijedi a, = 65.076 m.

Analogno,

a, _ 68.09
sin94.41°  sin51.87°°

odnosno a,=86.02 m.

Duljina fje 10.39 m, pa je priblizna vrijednost zbroja a, +a, + f =161.5m.
Sada primijenimo Talesov poucak o paralelnim pravcima na presjek koji sadrzi visinu:

at/ta h;x.Odatleje x~43.86 m.

a
Kraljeva grobnica se nalazi 43.86 m iznad osnovke piramide.
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2.5. Polupravilni poliedri

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
 izraditi modele Arhimedovih tijela
» odrediti oplosje i volumen tijela
* povezivati volumene razlicitih tijela i racunati ih
* rabiti vizualizacije 1 prostorni zor
* opisati obiljeZja i svojstva geometrijskih tijela
* uociti Arhimedova tijela u strarnosti.
Aktivnost je predvidena za dva Skolska sata.

Nastavna sredstva: Dokument Polupravilni poliedri.gsp

Nastavna pomagala: ljepilo, Skare, ratunalo za svakog ucenika

Potrazite pomoc¢ tehnologije.

Ucenici ¢e postaviti poliedar u polozaj poput ovog na slici, mjeriti povrSinu trokuta i Sesterokuta i
izraCunati oplosje.

a=9cm

Povrsina DEFGHI = 23,38 cm?
Povrsina ANML = 3,90 cm?

vrtnja
nagib
ljuljanje
(Povriina DEFGHI)-4 + (Povr§ina ANML)-4 = 109,12 ¢cm’
Kako bi to rijeSila teorija?
U jednom se vrhu ikosaedra sastaje 5 bridova pa odsijecanjem jednog vrha ikosaedra nastaje pravilni
peterokut. Odsijecanjem svih 12 vrhova ikosaedra nastat ¢e 12 pravilnih peterokuta. Jedna strana iko-

saedra je trokut pa odsijecanjem sva 3 vrha na toj strani nastaje pravilni Sesterokut. Odsijecanjem svih
vrhova, od 20 strana ikosaedra nastat ¢e 20 pravilnih Sesterokuta. Stoga krnji ikosaedar ima 32 strane.
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Odsijecanjem jednog vrha ikosaedra nastaje 5 vrhova krnjeg ikosaedra pa ¢e odsijecanjem svih 12

vrhova ikosaedra nastati 60 vrhova ikosaedra.

Prebrojimo bridove. Krnji ikosaedar ima 12 strana koje su peterokuti Sto daje 60 bridova. Preostaju jo$
bridovi strana koje su Sesterokuti. Od Sest bridova Sesterokuta 3 brida su zajednicki s peterokutima pa
ste ih ve¢ racunali, a 3 sa Sesterokutima pa ih treba jos dodati. Krnji ikosaedar ima 20 strana koje su Se-
sterokuti Sto iznosi 60 bridova, a kako smo svaki od bridova zajednickih Sesterokutima racunali 2 puta,
broj novih bridova na Sesterokutnim stranama je 30. Stoga krnji ikosaedar ima ukupno 90 bridova.

S—B+V=32-90+ 60 =2 pa Eulerova formula vrijedi.

Mozemo li viSe?

Zadatak 1.

4.6 = 633 ~109.12 cm”.

Duljina stranice krnjeg tetraedra je 3 cm. Oplosje je O =4-

323 323
4 4
Zadatak 2.

Neka je duljina stranice tetraedra a. Tada je duljina stranice krnjeg tetraedra x = % .

X
00
X
2 2 3
Volumen pravilnog tetraedra je V' = 1a \/g-h = 13 av6 =4 2 .
3 4 3 4 3 12
3
a
3 [] \/5 3
Volumen krnjeg tetraedra je V = a'V2 —4 3 = 2324 . Volumen mozemo izraziti pomocu du-
12 12 324
3
ljine stranice krnjeg tetraedra V' = 231/25x .

i[5
4

Oplosje krnjeg tetraedra je O =4 1 1

T2
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Zadatak 3.

Neka je duljina stranice kvadrata a.

RN
Nz

Vrijedi: }:>2y2—4ay+a2:O:>y:§(2—\/§),x:(\/§—l)a.

X=a—2y
2 3
Volumen krnjeg heksaedra je V=4 —8.-=.—. y=a — (2_\/5)3 :%(ﬁ—l)- Volumen

_
<

w

W |~
w

a
8
mozemo izraziti pomo¢u duljine stranice krnjeg heksaedra V = x° [7 + %\/5 ] .

yz ] x2 \/g

Oplo§je krnjeg heksaedra je O = 6[612 —4~7 +ST =d (12\/5—124—6\/5—4\/6) ili pomocu

duljine stranice krnjeg heksaedra O = x* (12\/5 +12+4243 ) .

Zadatak 4.

Kut izmedu dviju Sesterokutnih strana krnjeg tetraedra jednak je kutu izmedu strana tetraedra od kojeg
je nastao.

sinE: :L:>g0:70.53°

a3 3
2
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Ucenici Ce tetraedar zarotirati u ,,povoljan” polozaj (pravac po kojem se sijeku ravnine mora biti oko-
mit na zaslon ra¢unala) kako bi izmjerili kut izmedu Sesterokutnih strana.

Duljina stranice tetraedra

a=9cm
vrtnja
nagib
ljuljanje

mZBCA =170,39°

Zadatak 5.

Promatramo kut izmedu jedne trokutne strane i Sesterokutne strane parelelne s drugom trokutnom

stranom.
%
3

sin & = =—==p=70.53°,

2 1
2 4z 3
2
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Ucenici ¢e ponovo tetraedar zarotirati u ,,povoljan” poloZaj (pravac po kojem se sijeku ravnine mora
biti okomit na zaslon racunala) kako bi izmjerili kut izmedu trokutnih strana.

mZLJYA=172,26°
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3. Funkcije 1

3.1. O funkcijama

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
® usvojiti pojam funkcije
e odredivati domenu, kodomenu i sliku funkcije
e racunati vrijednost funkcije za zadani argument
e racunati argument funkcije za zadanu vrijednost funkcije
e provjeriti injektivnost funkcije iz njezinoga grafa.

Oblik rada: individualni

Kako to izgleda?
Na sredinu ploce napiSemo pojam ,,funkcija®. U¢enike treba potaknuti da ispisu $to viSe pojmova koje

mogu povezati s pojmom funkcije. Ti se pojmovi napiSu na plocu 1 uspostave se veze sa srediSnjim
pojmom 1 njihove medusobne veze (mentalna mapa). Zatim ucenici definiraju funkciju.

MoZete li pretpostaviti?

Ocekujemo da ¢e se ucenici sjetiti vertikalnog testa za provjeru funkcije.

Primijenite nauceno.

RjeSenja zadataka:
1. a.da
b. da
c. ne, element — 1 preslikava se u tri razliita elementa

d. ne, element — 2 preslikava se u dva razli¢ita elementa.
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2. a.da

b. da

c. ne, element d nije nikome pridruZzen

d. ne, element c preslikava se u dva razlicita elementa

e. da

f. da.
3. a.da b. ne c.da d. ne e.ne f. ne.
4. a. D={a,b,c}, kK=Im={A4 O,

b.ie. D={a,b,c,d}, K=Im =4, O. O

t D={ab,c}.K={ 4, O. 0.0, m=(4,0,0.
5. a.da b. da c.da d. ne e. ne f. da g.da h. ne 1. da.
6. a.D=Im=R

b.D=R, Imz(—l, oo>

c. D=R\{-2}, Im=R\{1}

d.D=R, Im=|-1,00)

e. D=R\{-3,3}, Im=R\{l}

f.D=R, Im=(0,3].

7. a.f(1)y=-2
b.f(-2)=-14
c.f(1.5)=-5.25
-3
e. f(V2)=2-6.
8. a.x=-1 b.x=3.5 c.x=0.8 d. ne postoji takav x.

Mozemo li viSe?

Ocekujemo da ¢e se ucenici sjetiti horizontalnog testa.

9. a.da b. ne c.da d. da €. ne f. ne.
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3.2. Polinomi

U ovoj aktivnosti ucenici ¢e otkriti kako uz pomo¢ vodeceg koeficijenta polinoma, nultocaka funkcije
1 njihovih strukosti mogu skicirati graf odnosno prepoznati kojim funkcijama pripadaju ve¢ nacrtani
grafovi.

Ucenici ce:
» skicirati grafove linearnih 1 kvadratnih funkcija koriste¢i vodec¢i koeficijent 1 nultocku/e
» opisati tijek funkcije ¢iji graf su prethodno skicirali
» otkriti vezu izmedu strukosti nultoc¢aka i izgleda grafa zadane funkcije
» otkriti kako vodec¢i koeficijent utjecCe na izgled grafa funkcije
* primijeniti uocena pravila u crtanju grafova
» odrediti polinome ¢iji su grafovi zadani
* rjeSavati nejednadzbe poznavajuci izgled grafa zadane funkcije.
Organizacija rada: individualni rad
Nastavna pomagala: ra¢unalo za svakog ucenika

Ova aktivnost predvidena je za dva nastavna sata.

U ¢emu je problem?

Za skiciranje grafa funkcije dovoljno je znati vode¢i koeficijent i nultocke.

1. Ucenici Ce skicirati grafove funkcija zadanih s f(x)=3x+1 1 g(x) =—2x+1 koristeci vodeci
koeficijent i nultocku.

f(x)=3x+1
g(x) = -2:x +1

79



PRIRUCNIK ZA NASTAVNIKE

2. Ugenici ¢e odrediti broj nulto¢ka i skicirati grafove funkcija zadanih s f,(x) = —2x" +2x—4,
fi(x)=2x"+2x—4, fi(x)=x"—2x+1.

Funkcija f, nema nultocaka, funkcija f, ima dvije nultocke, a funkcija f; jednu.

fi(x)=-2x*+2:x-4
B0 =247 +2x+4

L) =x3-2x+1

. . 1 . 1 L .
 Funkcija /| raste na intervalu <—oo,5> , a pada na intervalu <E’ +oo> 1 njezin graf ne sijece os
apscisa.

. . 1 . 1 S .
* Funkcija f, pada na intervalu <—oo,—5> , a raste na intervalu <—5,+oo> 1 njezin graf sijece
0s apscisa.

* Funkcija f, pada na intervalu (—oo, 1> , araste na intervalu <1, +oo> i njezin graf dira os apscisa.

Kako to izgleda?
* Broj | je jednostruka nultocka funkcije £, a dvostruka nultocka funkcije f..
 Graf funkcije f, sijeCe os aspscisa u tockama (- 2,0) i (1,0).
e Graf funkcije f, ne sijeCe os apscisa.

» Graf funkcije f, dira os apscisa u tocki (1,0).

Mozete li pretpostaviti?

Ucenici ¢e odrediti da funkcija f, ima jednu nultocku, funkeija f, dvije, a funkcija £, tri 1 nacrtati

grafove funkcija zadanih s £,(x)=x", f,(x)=x"—x", fi(x)=x"—x.
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00 =%
() =55 - 2

fax) =% = x

Potrazite pomoc¢ tehnologije.

Ucenici ¢e odrediti nultoc¢ke funkcija zadanih s
S =(x=1)", g(x)=(x=D*(x+1), h(x) = (x=D(x+1)(x=5).
* Nultocka funkcije f ima koordinate (1,0) 1 u njoj ¢e graf dirati os apscisa.
* Funkcija g ima dvije nultocke: 4 (1,0) 1 B (—1,0). U tocki 4 graf te funkcije dirat ¢e os apscisa,
a u tocki B ¢e ju sjeci.
* Funkcija 4 ima tri nultocke: 4 (1,0), B (—=1,0) 1 C (5,0). U svim trima nultockama graf te funkcije

¢e sjeci os apscisa.

) = (x=1)°
g(x) = (x=1)%(x + 1)

h(x) = (x=1)-(x + 1)(x-5)
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Ucenici ée pomoc¢u tehnologije nacrtati grafove funkcija: f(x) = —(x+2)’, g(x) = —x(x+2)(x—3).

fx) = ~(x + 2)°
g(x) = =x-(x + 2)i(x=3)

L 2

Za razliku od prethodnih primjera, kod ovih funkcija vode¢i je koeficijent negativan tako da se mi-
jenjaju intervali rasta/pada funkcija, ali zakljucci vezani za utjecaj nultocaka i njihovih strukosti na
izgled grafa i dalje su isti.

Kako bi to rijesila teorija?

* Ako je nultocka parne strukosti, onda su na intervalu blizu te nultocke vrijednosti funkcije
istog predznaka, pa graf funkcije dira os apscisa.

* Ako je nultocka neparne strukosti, onda su na intervalu blizu te nultocke vrijednosti funkcije
razlicitog predznaka, pa graf funkcije sijece os apscisa.

Mozemo li viSe?

Pomocu prethodno uo€enog, ucenici ¢e rijesiti sljedecu nejednadzbu:

(x=2’G+20)"x(x*+2) _
(x—D(=5x+3)" -

Rjesenje:

3
—=,0]U(1,2|.
ve[-30upa
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(x—2) (3+2x)" x(x* + 2)
=10

(x — 1) (=5x4+ 3+

6. w10~ H |
4. x10"F |

2, x10~® \

-3 -2 1 3 E

2. %10~ %

_Ja.x1p-®

(Izvor: www.wolframalpha.com, preuzeto: 29. 4. 2016.)

Primijenite nauceno.

a. f(x)==2(x+1)" (x—2)(x—3)

b, f(x)=01(x+4) (x—1)(x—5)

c. S obzirom na strukost nultodaka postoje tri moguénosti:
fi(x)=a(x+3) (x=17 (x=2), £, (x)=b(x+3)(x—1) (x—2)’ ili
fi(x)=c(x+3)(x—1)"(x—2).

Koeficijente a, b, ¢ mozemo odrediti jer tocka (— 1, — 100) pripada grafu.

Rjesenja su a:c:é,bzé.
24 54

Uz pomo¢ tehnologije uenici mogu provjeriti da je rjesenje f; (x)= %(x + 3)3 (x— 1)2 (x—2).
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3.3. Racionalne funkcije

U ovoj aktivnosti ucenici ¢e otkriti kako izgledaju grafovi razlicitih racionalnih funkcija te kako se
mijenja njihov oblik.
Ucenici Ce:

 crtati grafove racionalnih funkcija

* odrediti domenu zadanih funkcija

» otkriti pojam asimptote te ih odrediti na primjerima

* uociti kako se mijenjaju grafovi racionalnih funkcija zadanih razli¢itim pravilima

» odrediti intervale rasta i1 pada funkcije

* povezati funkcije zadane pravilima s pripadaju¢im grafovima

* primijeniti nauceno u rjeSavanju zadataka.
Organizacija rada: individualni rad
Nastavna pomagala: raCunalo za svakog ucenika

Ova aktivnost predvidena je za dva nastavna sata.
U ¢emu je problem?

Domena funkcije f(x)= 1 je R\ {O} .
X

Popunjena tablica:

1 1 1 1
x 10 | -4 | -3 2 | -1 — | = | == | =—
2 3 4 10
1 1 1 1 1
== | — | = | —= | —= | -1 2 | -3 —4 | 10
F@=7 10 4 3 2
1 1 1
x — - - — 1 2 3 4 10
10 4 3 2
1 1 1 1 1
x)=— 10 4 3 2 1 —~ -~ - —
F& =2 2 3 4 10
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Kako to izgleda?

Graf funkcije f(x)= 1 .
x

* Dobiveni graf ima dva dijela koja zovemo grane.

» Qraf funkcije priblizava se osi apscisa i osi ordinata.

Potrazite pomoc¢ tehnologije.

1. Graf funkcije f(x)= ﬂ, acR.
X

a.
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Sto je a po apsolutnoj vrijednosti veéi, graf funkcije f(x)= 4 udaljeniji je od koordinatnih osi i
ishodista. Sto je a po apsolutnoj vrijednosti manji, graf je bliifkoordinatnim osima i ishodistu.

b.

Domena funkcije /(x)=— je R\{0}.
X

Funkcija f(x) =< pada na intervalima (—00,0) i (0,00) ako je a > 0.
X

Funkcija f(x)= 9 raste na intervalima <—oo,0> 1 <0,oo> ako je a <0.
X
« Asimptote funkcije f(x)= a su os apscisa i os ordinata.
X

2. Graf funkcije f(x)= 1 +b,beR.
X

Oblik grafa funkcije y = 1 +b,b € R se ne mijenja u odnosu na graf funkcije f(x)= 1 . Mijenja
X X

se samo poloZaj, a dobiven je translacijom grafa funkcije f(x)= 1 za vrijednost parametra b duz
X

0si y.

Asimptote:

— funkcije f'su os apscisa i os ordinata

— funkcije g su pravac y = 1 i os ordinata
— funkecije 4 su pravac y = 2 1 os ordinata
— funkcije 7 su pravac y =— 1 1 os ordinata

— funkecije j su pravac y = — 2 1 os ordinata.

86



Funkcije 1

*  Domena funkcije f(x) = 1 +b,b€R jest R\ {0} .
X

* Asimptote funkcije f(x)= 1 +b,b e R supravac y = b 1 os ordinata.
X

,CER,

1
3. Graf funkcije f(x)=
X+c

Oblik grafa funkcije y =

P ¢ € R ne mijenja se u odnosu na graf funkcije f(x) = i . Mijenja
se samo polozaj, a dobiven je translacijom grafa funkcije f(x) = % za vrijednost — ¢ duz osi x.
Asimptote:

— funkcije f'su os apscisa i os ordinata

— funkcije g su pravac x =— 1 i os apscisa

— funkecije 4 su pravac x =— 2 1 os apscisa

— funkcije 7 su pravac x = 1 i os apscisa

— funkcije j su pravac x = 2 1 0s apscisa.

« Domena funkcije f(x)= c€R jest R\{0}.

b
X+c

,C € R supravac x =— ¢ 10s apscisa.

* Asimptote funkcije f(x)= !
X+c
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Kako bi to rijesila teorija?

a. f(x)z%ﬂ

D(f)=R\{3}.

Asimptote: x =31y =1.

Funkcija pada na intervalima <—oo,3> i <3,oo>.

_=3x=5_ 2
b J()= x+1  x+1 .
’D(f):R\{—l}.

Asimptotex=—11y=-3.

Funkcija raste na intervalima (—oco,—1) i (—1,00).

Primijenite nauceno.

Funkcije pridruzene grafovima u tablici u sljedec¢em su redoslijedu:

A. h(x) B. i(¥)
/(x)

C. {k(x) D. g(x)
I(x) .

E.; n(x) F. j(x)
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Zadatak 1.
D(f)=R\ {1}
Asimptote su pravac x = 1 i os ordinata.
. . . 1 .
¢ Vrijednosti funkcije f(x)= ( )n zax<ci
x—c
x > ¢ istog su predznaka ako je n paran.
. . . 1 .
¢ Vrijednosti funkcije f(x)= ( )n zax<ci
x—c

x > ¢ razli¢itog su predznaka ako je n neparan.

Zadatak 2

(et 24
Y T )
Nultocke:

* x,=- 1, jednostruka
¢ x,=4, dvostruka

Vertikalne asimptote: x =—3,x =2

o

-
o

X:

o= N W & OO O ~N © ©

Funkcije 1

-3

L

-12-11-10-9 -8 -7 6 -5 4

|
I
|
|
-3
|
|
|
I
|
|
|
|
|
|
i
|
B -1 |o
|
}
|
|
|
|

f(x)>0za xe (—oo,—3> U<—3,—2]U<2,oo> .

— -
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

e — ) e ——————
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_(1=x)(x+4)
b /(0= (x—3) (x+5)

Nultocke: x, = 1, jednostruka, x, =—4, dvostruka.

Vertikalne asimptote: x =3, x =— 5.

o= N W h OO O N @ ©

-11-10 -9 -8 -7

f(x)>0 za x € (—00,—5)U][L,3).

3.4. Graf eksponencijalne funkcije

Ucenici Ce:
* prepoznati eksponencijalnu funkciju zadanu tablicom vrijednosti
* odrediti pravilo pridruzivanja
* interpretirati utjecaj koeficijenata na oblik grafa
 istrazivati svojstva eksponencijalne funkcije primjenom alata dinami¢ne geometrije
* odrediti domenu
* odrediti vrijednost funkcije za zadani argument

» predvidjeti izgled grafa funkcije zadane formulom.

Aktivnost je predvidena za dva skolska sata.
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Funkcije 1

Kako to izgleda?

Oblik rada: individualni.

Ucenici samostalno skiciraju graf na papiru.

Mozete li pretpostaviti?

Oblik rada: individualni.

Nakon $to nacrtaju graf u€enici ¢e pretpostaviti da se radi o eksponencijalnoj funkeciji.

Potrazite pomo¢ tehnologije.

Oblik rada: individualni ili u paru.

Nastavna pomagala: ra¢unalo za svakog ucenika ili za par.

Ucenici ée definirati klizate a, b, ¢, d i e. Zatim Ce crtati graf funkcije f(x) =a-b"" +e. Mijenjat ée
vrijednosti parametara dok se graf ne poklopi s ucrtanim tockama.

Kao rezultat dobiva se funkcija f(x)=3-2".
Kako bi to rijeSila teorija?

=2,2=2,

olw |4 |w
N[NNI

t\)\w|w

=2, §:2, —=2,—=2
3

f(0)=3, f(x)=3-2"

Mozemo li viSe?

Oblik rada: u skupinama.

Ucenici ¢e unutar skupine, koriste¢i program dinamic¢ne geometrije, zakljuciti kako promjena parame-
tara utjeCe na oblik grafa funkcije.

o1



Primijenite nauceno.

Oblik rada: u skupinama.

a.

-6+

flx) = -3:22%~1

A

o2
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PRIRUCNIK ZA NASTAVNIKE

3.5. Grafovi trigonometrijskih funkcija

U ovoj ¢e aktivnosti u€enici:
 crtati grafove trigonometrijskih funkcija uz pomo¢ tehnologije i bez nje
* opisati utjecaj koeficijenata na oblik grafa
 otkriti kako se racuna period, amplituda, pomak po osi x i osi y

* primijeniti grafove trigonometrijskih funkcija u problemskim zadatcima.
Potrazite pomo¢ tehnologije.
Ucenike podijelimo u cetiri skupine. Rad je organiziran u Cetirima radnima centrima. U svakom od

radnih centara ucenici na konkretnim primjerima istraZuju utjecaj koeficijenata na period, amplitudu,
pomak po osi x ili osi y. Kad rijeSe zadatke u svom radnom centru, ucenici prelaze u drugi radni centar.

Radni centar 1

. . 5 Minimalna Maksimalna
Funkcija Amplituda Nultocke . .
vrijednost vrijednost
y, =sinx 1 ke -1 1
Y, =2sinx 2 ke -2 2
y, =—3sinx 3 kr -3 3
Ucenici zaklju€uju da je iznos amplitude apsolutna vrijednost koeficijenta a.
Radni centar 2
. i 5 Minimalna Maksimalna
Funkcija Period Nultocke .. .
vrijednost vrijednost
Y, =sinx 2w km -1 1
¥, =sin2x T K -1 1
2
. 27 km
=sin3x — — -1 1
Vs 3 3
27

Ucenici zakljucuju da se period racuna formulom 7 = —-.

1

o4




Funkcije 1

Radni centar 3

by
y=sin(x+) :
1
e AN d
0 X
-m/3 2m/3 517/3
AT, N
W2 :Sin(x_z_ﬂ—) by
3
< 1
N d N
0 X
-T. /3 5m/3
N N\
-2

. 3
Yy =sin(2x — %)

/
AR

N . 5 Minimalna Maksimalna
Funkcija Pomak po x osi Nultocke .. ..
vrijednost vrijednost
T T s
=sin(x+— —— ——+km -1 1
» ( 3 ) 3 3
2w 2T 2w
=sin(x—— — —+km -1 1
Y5 ( 3 ) 3 3
) 3T 3T 37 km
=sin(2x—— — —+— -1 1
Yy =sin@x =) 4 42

. o o c
Ucenici zakljucuju da se pomak po x osi ra¢una formulom — 5
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PRIRUCNIK ZA NASTAVNIKE

Radni centar 4

¥y, =sinx+1 b
2
1
/ =
- -m/2 0 w2 A 2m
1
-2
y, =sinx—2 A
2 . y
0 =
- -1r/2 0 2 m 2m
y; =sinx+3 ky
4
3
2
1
0 i
- -1r/2 0 2 m 2m 5m/z
.. : Minimalna Maksimalna
Funkcija Pomak po y osi Nultocke . -
vrijednost vrijednost
. 37
y, =sinx+1 1 7+2k7r 0 o)
Y, =sinx—2 -2 Nema nultocaka -3 -1
Yy =sinx+3 3 Nema nultodaka 2 4

Ucenici zakljucuju da je pomak po y osi iznos koeficijenta d.
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Funkcije 1

Kako bi to rijesila teorija?

Amplituda funkcije f(x) = asin(bx+c) apsolutna je vrijednost parametra a. Period se ra¢una formu-

lom 7 = 2 . Pomak po x-osi dobivamo formulom —% , dok je pomak po y osi d. Nultocke dobivamo

i
rjeSavajudi trigonometrijsku jednadzbu f'(x) = 0.

Mozemo li viSe?

Ucenici u programu dinami¢ne geometrije kreiraju parametre 1 crtaju graf funkcije
f(x)=asin(bx+c)+d.

Mijenjajudi parametre, provjeravaju zakljucke iz prethodnih aktivnosti.

Primijenite nauceno.

Zadatak 1.

a. f(x)=2sin

4x+z]—l.
3

. Pomak . Minimalna | Maksimalna Pomak
Funkcija ) Nultocke . . .
po y osi vrijednost vrijednost po x osi
7w kmw
=t
24 2
f(x)zzsin[4x+f]—1 1 3 1 T
3 N - 12
R
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PRIRUCNIK ZA NASTAVNIKE

. Pomak y Minimalna | Maksimalna Pomak
Funkcija . Nultocke . . .
po y osi vrijednost vrijednost po x osi
5 X = —% +3km ;
s T
f(x):2cos[—x—|——]—\/§ -3 2-3 2-3 —-—
3 4 5 8
X, =——+3km
8
Zadatak 2.
.. . (7 5w
a. Graf funkcije Ssin|—¢——|[+5
4 4
oby
9
8
7
6
5
4
3
2
1
0
4 -3 -2 -1 Jo1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
-1

b. Broj tjedana izmedu dvaju maksimalnih intenziteta ucenja period je funkcije, a iznosi 8.

c. Minimalni intenzitet funkcije minimalna je vrijednost funkcije, a ona iznosi 0.
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Funkcije 1

Zadatak 3.

e /12 2113

Iz grafickog prikaza iSCitavamo tri nultocke x, =%, x, =32 i x, =2F, amplitudu a = 1.5, pomak

po x osi iznosi Z. Period dobivamo pomocu nultocaka x, —x, = % . Koeficijent b izra¢unamo iz jed-

nadzbe ‘277‘7 =7 te dobivamo b = 4. 1z jednadzbe —<=2Z dobivamo ¢ = —2Zr. Uvrstimo li to sve u

f(x)=asin (bx +c)+d , dobivamo jednadzbu grafa funkcije sa slike f(x)=1.5sin(4x—2%),

3.6. Funkcija, graf i pomak

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:

» prepoznati klasu funkcije u razli¢itim zapisima (pravilom pridruzivanja, tekstualno, tablicom
zadanih vrijednosti, grafom)

* interpretirati znaCenje koeficijenata istaknutih klasa funkcija (funkcija apsolutne vrijednosti,
kvadratna, eksponencijalna i logaritamska)

 istrazivati svojstva funkcija primjenom alata dinami¢ne geometrije (monotonost, ekstremi)
» odrediti domenu, sliku, sjecista grafa funkcije s koordinatnim osima

» predvidjeti izgled grafa funkcije zadane formulom

» crtati grafove funkcija zadanih na razlicite nacine (formulom, tabli¢no, ...)

+ generalizirati pravilnosti i veze medu zadanim veli¢inama

» odabrati odgovaraju¢u klasu funkcija u modeliranju i rjeSavanju problema iz matematike i sva-
kodnevnog zivota

* vrednovati svoj rad.

Aktivnost je predvidena za dva Skolska sata.
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PRIRUCNIK ZA NASTAVNIKE

Kako to izgleda?

Oblik rada: rad u skupinama
1. Formiranje ekspertnih skupina:

Koliko je skupina, toliko je ¢lanova u skupini. Ako je u razredu vise u€enika, neki ¢e raditi u paru. Ako
je urazredu manje ucenika, moze se, na primjer, po jedna kartica u svakoj skupini ostaviti praznom pa
je prvi zadatak nakon formiranja skupine da ju ispune.

Za pet skupina (A, B, C, D, E) po pet ¢lanova:

Izrezati 25 papiri¢a od dane tablice:

x | f(x)
-1] -6 o
<
= S 0| -4 = o
22| b 2| £°
0 & _ R2;
2 2 0
3 2
®© x | f(x)
=
R 1| 7
2 2 0 5 .2
& & £(x)=|2x—6/-1 g 8
< O
=os 1 3 A =
Q o
=i 2 | 1
e
3 -1
x | fx)
-1 0
g = o
S 0 3 g3
-% % f(x):—x2—|—2x+3 2 8
.Q B 1 4 ~ g
2 3
T 3 0
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Funkcije 1

x | f(x)
: “h 2 :
_— - (@}
o ) 2 g
S 5 N o N
g 2 f(x)=3"-1 0 &8 8
o g O <
= 2 =
o 1 2 S
ﬁ (a4

2

3 26

x | fx)
M - o
£ %’ f(x)=log, x+1 1 1 22
o] = |75}
é‘“‘“ | 30 2 s &

N 9 3
27 4

Svaki ucenik (ili par uc¢enika) dobiva jedan od papiri¢a sluc¢ajnim odabirom, te oni traze ¢lanove svoje
skupine — one koji imaju papirice koji pripadaju istoj funkciji.

2. Nakon §to su formirane skupine, svaka skupina dobiva funkciju i tablice (za svakog ¢lana po jedna
tablica):
A f(x)=|x]  B: f(x)=x" C: f(x)=—x> D: f(x)=2" E: f(x)=log,x

Ucenici trebaju u programu dinami¢ne geometrije nacrtati graf zadane funkcije 1 ispuniti prvi stupac

tablice.

Funkcija f(x)= 7 (x) g(x)=f(x—a) | h(x)=f(x)+b | k(x)=f(x—a)+b

Domena

Slika

Nultocke b<0 b<0
b>0 b>0

Sjeciste s osi x b<0 b<0
b>0 b>0

Sjeciste s osi y b<0 b<0
b>0 b>0

Intervali rasta

Intervali pada

Ekstremi
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PRIRUCNIK ZA NASTAVNIKE

Potrazite pomo¢ tehnologije.

Definirajte parametre a i b.
Mijenjajuéi parametre a i b, ispunite ostale stupce tablice.
3. Idemo u goste. Formiranje drugih skupina.

Nove skupine se formiraju tako da se u svakoj od njih nalazi po jedan ¢lan svake ekspertne skupine (A’,
B’, C’, D’, E’). Svaki ¢lan nosi svoju tablicu te predstavlja rezultate svoje ekspertne skupine ostalima.

Kako bi to rijeSila teorija?

Ucenici zajednicki zakljucuju:
Graf funkcije g (x) =f (x — a) dobiva se translacijom grafa funkcije f'po osi x za a.
Graf funkcije /1(x)= f(x)+b dobiva se translacijom grafa funkcije f po osi y za b.

Graf funkcije & (x)= f(x—a)+b dobiva se translacijom grafa funkcije fpo osi x za @ i po osi y za_b.

Ucenici opisuju utjecaj parametara a i b na domenu, sliku, nultocke, sjecista grafa s koordinatnim
osima, intervale rasta i pada i ekstreme.

Mozemo li viSe?

Ucenici Ce istraziti kako promjena parametara a i b utjeCe na promjenu grafova funkcija zadanih s:
F()=|x—a)f +8] . g(x)=2" n(x)=[2"+b

Osim zadanih funkcija, u¢enici mogu i sami zadati funkcije i promatrati grafove.

,i(x)=log,|x|+b, j(x)=|log,(x—a)+|.

Primijenite nauceno.

Oblik rada: rad u paru ili skupinama

Materijal u programu dinamicne geometrije nalazi se u digitalnim sadrzajima pod nazivom superman
i lois sms.gsp. Ucenici ¢e, promatrajuci stazu u programu dinami¢ne geometrije, pogadati o kojoj se
funkciji radi.

superman i lois sms.gsp
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Funkcije 1

3.7. Graficko rjeSavanje jednadzbi 1 nejednadzbi

U ovoj ¢e aktivnosti u€enici:
e odrediti rjeSenja jednadzbi i1 nejednadzbi prikazujuéi ih graficki
e istraziti vezu medu zadanim veli¢inama rabe¢i program dinami¢ne geometrije
e odrediti egzaktnu formulu koja povezuje zadane veliCine
® opisati ovisnost rjeSenja sustava linearnih jednadzbi o realnom parametru

e vrednovati svoj rad.
Oblik rada: rad u skupini.
Nastavna pomagala: ra¢unalo za svaku skupinu uc¢enika

Zadatke ucenici dobivaju na papiru.

Kako to izgleda?

Funkcije su linearne, a brzine predstavljaju koeficijent smjera.

Napravite model.

Neka je y u metrima, a ¢ u sekundama.

—8.5¢4360, 0 <7 <30

Karlo y=3.5¢, Dunja y =—2.5¢+360, Aron y =
4 Y 4 {3.5r, t>30

MoZete li pretpostaviti?
Ucenici ¢e procijeniti koliko je vremena potrebno da Aron dode do Karla, da se Dunja i Karlo sretnu,

kao 1 udaljenosti od klupe i put koji su presli do susreta. Kasnije mogu usporediti svoje procjene s
izraunatim vrijednostima.
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PRIRUCNIK ZA NASTAVNIKE

Potrazite pomo¢ tehnologije.

Ucenici ¢e nacrtati grafove dobivenih funkcija u odabranom pravokutnom koordinatnom sustavu.

Kako bi to rijeSila teorija?

Koordinate sjecista grafova odreduju vrijeme i udaljenost od klupe u trenutku susreta.
a. 30 sekundi

b. 3.5¢t=-2.5t+360, 60 sekundi

c. 210 metara

d. Dunja je presla 360 — 210 = 150 metara, a Aron za prvih 30 s preSao 360 — 105 =255 m 1 iducih 30
sekundi jo§ 105 m, §to je ukupno 315 metara.

Mozemo li vise?

Izrazimo y iz jednadzbi: A: y = —it + el , B: y=—12mt+10. U programu dinami¢ne geometrije
m m

odredimo promjenjivi parametar m (konstrukcija tocke S na osi x, mjerenje koordinate x, bilo koja
tocka u ravnini P, oznaci ishodiste 1 P, transformacije — oznaci vektor, oznaci tocku S — translatiraj,

duzina PS’ je parametar m). Nacrtajte pravce i mijenjajte parametar.
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Funkcije 1

Zam= % djevojcice ¢e u svakom trenutku biti jednako udaljene od klupe — pravci se podudaraju.

]

i
R
!
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Primijenite nauceno.

Prikazimo funkciju y = |x* —6x +8| graficki.

L)
!

Rijesimo nejednadzbu |x* —6x + 8| < % , odnosno |x* —6x+8 —% <0

Lo [6=V6 632\ [6+42 6446

2 72 2 72
Iz grafa je ocito da lopta postize visinu 1 m tri puta za x, = 3-42, x,=31x,=3 +/2 §to su rje-
Senja jednadzbe ‘xz —6x—|—8‘ =1, a visine manje od 1 metra 4 puta za x € <3—\/§,3+\/§>, Sto je

rjeSenje nejednadzbe ‘xz —6x+8/<1.

L
!

[

Rjesavajuci problem razbijenog prozora, ucenici ¢e podatke iz zadatka prikazati u koordinatnom susta-

vu. Najprije ¢e odabrati prikladan koordinatni sustav. Na primjer, mogu odabrati tako da linija igraliSta

bude u ishodistu. Tocke (4,2.9), (5,3) 1 (10,2) pripadaju grafu funkcije, pa se rjeSavanjem sustava jed-
1 11 3

nadzbi dobiva funkcija zadana s f (x) = —%xz + %x + 5
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Funkcije 1

=1 zgrada

A WmmRe | 3 T 1 %

Za Vida je x = 1, za Tina x = 1.5, a za Roka x = 2. Ako uvrstimo te vrijednosti u pravilo pridruzivanja
dobivamo: (1) =2, f(1.5)=2.21251 f(2) = 2.4, $to znaci da je jedino Tin mogao baciti loptu.

3.8. Slozi kartice

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici utvrditi 1 primijeniti usvojena pravila 1 ¢injenice koje znaju o linearnoj
funkeiji.
Trajanje aktivnosti: 45 minuta
Materijal: Skare, ljepilo (ili ve¢ pripremljene izrezane kartice) 1 podloga za slaganje
U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
» povezati linearnu funkciju i njezin graf
* primijeniti razli¢ita svojstva linearne funkcije
* odrediti linearnu funkciju iz zadanog svojstva

» aktivno sudjelovati u timskom radu uz razmjenu matematickih ideja, misljenja 1 stavova.

Kako to izgleda?

Nastavnik moze ve¢ unaprijed izrezati kartice 1 podijeliti ih skupinama spremne za slaganje ili ¢e uce-
nici sami izrezati kartice iz dane tablice gdje su sve kartice pomijeSane.

Ucenici ¢e u skupinama od cetiriju ili pet ¢lanova slagati kartice 1 lijepiti ih na podlogu tako da ¢e u sva-
kom od pet redaka imati jednu linearnu funkciju 1 neka njezina obiljezja. Kako bi izbjegli pogadanje, nisu
dana ista obiljezja u svakom retku, za svaku linearnu funkciju. Neke funkcije nisu zadane formulom, a
nije dan ni njihov graficki prikaz. Dobra strategija rjeSavanja u skupini bila bi da ucenici prvo otkriju sve
formule kojima su zadane linearne funkcije, koriste¢i one kartice na kojima za to ima dovoljno podataka.

Na kraju, ovisno o vremenu, na prazna mjesta u tablici, na podlozi, ucenici mogu dodati neko novo
svojstvo ili obiljezje linearne funkcije iz pripadajuceg retka. To moZe biti graf, formula i slicno.
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Funkcije 1

3.9. Crni Petar — funkcije

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
e povezati grafove funkcija i pravila pridruzivanja

e vrednovati svoj rad.

Potrebni materijal: kartice

Kako to izgleda?

Ucenike podijelimo u manje grupe. Svaka grupa dobiva svoje kartice za igru.
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f(x)=2x

L L L L L A L L L I L LY |

log, x

—
=

S—

~
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P L L L L L T L L L Lk, |

f(x)=sinx
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Funkcije 2

4. Funkcije 2

4.1. Niz 1 konvergencija niza

Ucenici Ce:
* racunati ¢lanove niza koji su zadani rijeCima, op¢im ¢lanom ili rekurzivnom formulom
» odrediti konvergenciju niza prikazuju¢i ¢lanove niza tabli¢no i u koordinatnom sustavu
* dokazati monotonost i omedenost niza

* rijesiti zadatak realnog konteksta modelirajuci nizovima.
Potrebno vrijeme: dva Skolska sata

Organizacija rada: u€enici rade samostalno na racunalima.

U ¢emu je problem?

Dani problem promatramo kroz model a. i b. Do 1940. godine, prema modelu a., danim prirastom
opisan je eksponencijalni rast populacije slonova. Nakon 1940. godine primjenjuje se logisticki model
rasta populacije slonova. On je ogranic¢en brojem od 7 500 slonova. U ovom trenutku ne o¢ekujemo od
ucenika da donesu zakljucak o grani¢nom broju. Oni ¢e uociti da se u oba modela populacija slonova
povecava, ali koristimo li samo prvi model rast je puno brzi. Stoga, drugi je model realniji.

Kako to izgleda?

a. a,=1725=18, a,~20, a,~23,a,~27, a; =31, a,~6l, a;; ~1998.

Op¢i ¢lanniza je a, =15-1.15". ay; = 32695, $to je prili¢no velik broj i nije realno da ¢e se dosti¢i.
Clanovi niza rastu u beskona¢nost. Kazemo da niz divergira.

b. a, =2227.5~2228,

a, =~ 2470, a, = 2724, a, ~ 2989, a, ~ 3263,
a,, ~ 4648, a,, ~ 6597, a,, =~ 7278, a,, ~ 7498, a,, ~ 7500

Racunajuci broj jedinki slonova, uo¢avamo da ¢lanovi toga niza rastu i konvergiraju broju 7 500.
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Potrazite pomo¢ tehnologije.

n Model a. Model b.
1 2300 2228
5 4023 3263
10 8092 4648
15 16275 5815
20 32734 6597
25 65838 7045
30 132424 7278
35 266351 7394
40 535728 7450
45 1077538 7476
50 2167315 7489

Kako bi to rijeSila teorija?

Dokaz monotonosti za niz a, =15-1.15".

an+1 Z an

&10-1.15"" >10-1.15"

115" >1.15"

<n+1>n  Niz je monotono rastuéi.

Niz a, =15-1.15" odozdo je omeden brojem 15, ali nema gornju medu.

Niz a, =15-1.15" monoton je, ali nije omeden. Dani niz nije konvergentan, kazemo da divergira.

7500

Dokaz monotonosti za niz b, = —————.
1+2.75 "

bn-H Z bn

7500 N 7500
1+2.7Se—0.15(n+1> — 1+ 2.756—0.15}1

S 142.75¢ 1% > 142,750 150+

<:>870.15n > e—0.15(n+1)
&1>——, " >1 pa je niz monotono rastuci.
o
Pokazimo da vrijedi: 2000 < LO_OB <7500
1+2.75¢ "
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7500

Lijeva nejednakost 2000 < ————
1+2.75¢ "

ekvivalentna je nejednakosti

2000+ 5500e " < 7500
Se " <len>0.

Ova nejednakost vrijedi za sve prirodne brojeve n.

7500

Desna nejednakost 1527500 <7500 ekvivalentna je nejednakosti
15e

7500 < 7500(1 4 2.75e-°~15")

&1<142.75¢ """ < e ™" > 0. Ova nejednakost vrijedi za sve prirodne brojeve n.

7500
14+ 2.75¢7 "
Zakljucak: Niz koji je monoton i omeden je konvergentan.

Stoga je niz b, = omeden. Ve¢ smo ranije uocili da taj niz konvergira broju 7500.

Mozemo li viSe?

n

Rekurzija: a, = x, a,, = , gdje je x broj koji je ucenik zamislio.

Ovaj niz konvergira prema broju 2.5.
a. Niz konvergira prema broju 2.5.
b. Niz konvergira prema polovini broja koji se dodaje.
c. Za pozitivne brojeve manje od 1 niz ¢e divergirati. Za sve ostale niz konvergira broju S .

d. Niz konvergira prema broju 2.7913.
ObrazloZzenje.

Ni u jednom sluc¢aju limes ne ovisi o zami$ljenom broju.

. a,  +a . L .
Neka je a, =x,a, = % rekurzivna formula kojom je zadan niz.

Pretpostavimo da limes niza (an) postoji i da je L broj kojem konvergiraju ¢lanovi niza. Tada iz
L+a

. Odatle dobivamo L = ﬁ .

Ako je a, =x, a, =.Ja, ,+a rekurzivna formula kojom je zadan niz, dobivamo

n— oo slijedi a, = L, a,, —L1L=

L =+/L+a= limes L pozitivno je rjedenje jednadzbe I’ —L—a=0.
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Primijenite nauceno.

Grafi¢ki prikazi nekih od nizova:

118

0,8

0,6

22

1.8
1,6
1.4
12

0,8
0,6
0,4
0,2

10

08 |
06 |
04 |

02 +

0,2
0,4
0,6
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261
241
221
2:..........................
18
16
14
12
d. a, =1+ cos(nm) 1
0,8
0,6
0,4
0,2
—02 ] 3m 6T 91 121 151
—04 1|

25 R

20

15

n +1 10
on+l

f.a, =n+(=1) 1 .
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2,5 4+
2] o 06 6 6 6 660606 0606060000 0 0

15 -

g a,=1+(=1)

0,5 1

10 10 20 30
~05 &

3500 T
3000 E
2500 E
2000 E
1500 E
1000 E .
500 E .

[ 4]11 --e.",?“'”.”Hmummm
h.a =|—— : 10 * 0 30

-500 |

— 1000 ;
— 1500 ;
—2000
— 2500 °
— 3000

4.2. Fraktali

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
* istraziti svojstva Kochove pahuljice i tepiha Sierpinskog
» primijeniti geometrijski red u rac¢unanju opsega i povrsine fraktala

» konstruirati fraktale pomoc¢u tehnologije.

U ¢emu je problem?

Ucenicima na pocetku ove aktivnosti treba predociti Kochovu krivulju, Kochovu pahuljicu 1 tepih
Sierpinskog te nacin na koji se formiraju.
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Konstrukciju Kochove krivulje zapocinjemo dijeljenjem zadane duzine na tri jednaka dijela. Nad sred-
njim dijelom duZine konstruiramo prema van jednakostrani¢ni trokut, a srednji dio duZine uklonimo.
Tako smo umjesto jedne duZine dobili Cetiri nove duZine jednakih duljina. Ovaj korak nazivamo pr-
vom iteracijom. Drugu iteraciju dobivamo tako da primijenimo prethodni postupak na svaku od Cetiriju
duzina dobivenih prvom iteracijom. Kochova krivulja nastaje kada broj iteracija tezi u beskonacnost.

s Jﬁ?
o P G,

Kochova se pahuljica formira tako da prethodni postupak primijenimo na svaku od triju stranica jed-
nakostrani¢nog trokuta.

AXERE

Konstrukciju tepiha Sierpinskog zapocinjemo dijeljenjem kvadrata na devet sukladnih kvadrata ko-

jima je duljina stranice jednaka 1/3 duljine stranice pocetnog kvadrata. Srednji kvadrat uklonimo 1
time je gotova prva iteracija. Sljedeca je iteracija ponavljanje prethodnog postupka za preostalih osam
kvadrata. Tepih Sierpinskog nastaje kada broj iteracija tezi u beskona¢nost.

Kako to izgleda?

Kochova pahuljica:

&

. . : . : . 1’
Ako duljina stranice pocetnog trokuta iznosi 1, njegov je opseg O, =3,a F, = 2 =

J3
e
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Prva iteracija.

1 1
a, :E-lzg,broj stranica je 4-3=12
0;42%:4
2
E:PO_|_3.M:£_|__3:_3_
4 4 12 3

Druga iteracija.

azzé ,:é broj je stranica 4-12 =48
0, = 481:E
9 3

P=P+4P412.2Y3 M3 N34y S
4 12 81 4 4

2J_-f V3, 1B 1 1 4]_mﬁ
Tepih Sierpinskog:
Neka je duljina stranice pocetnog kvadrata a = 1. Tada je O, =4, P, =1.

Prva iteracija.
. . : . 1 .. : 1
Stranica uklonjenog kvadrata iznosi a, = 3 a povrsina uklonjenog kvadrata 5

. . . 1 4
Nakon prve je iteracije povrSina B, =1— ) = g, aopseg O, =0, +4a, =4 +§ =—.

Druga iteracija.

: . : . . . 1
Stranica uklonjenog kvadrata iznosi a, = é, a povrsina uklonjenog kvadrata e

1 8 8 64
Nakon druge je iteracije povr§ina P, =P —8-— =———=—_aopse
ge] jc p 2 1 31 9 81 81 pseg
16 1 80

02:01+84a2 ?+32 523

Mozete li pretpostaviti?

U svakoj sljedecoj iteraciji opseg Kochove pahuljice povecavat ¢e se i nakon beskonacno mnogo ko-
raka bit ¢e beskonacan. PovrSina Kockove pahuljice bit ¢e konacna nakon beskona¢no koraka. Opseg
tepiha Sierpinskog takoder ¢e biti beskonacan nakon beskonac¢no koraka, no njegova je povrsina ko-
nacna, to¢nije jednaka je nuli.
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Napravite model.

Generiranje Kochove pahuljice Opseg lika Povrsina lika

Korak 0 0,=3 P = g

Korak 1 0,=4 P= ?
48

Korak 2 0,=— - %
9 54

Korak n 0 =" P =7

Beskonacan

el lim O, =? lim P, =?

Kochove e e

pahuljice

Nakon 1, 2, 3, 4,...n, provedenih koraka dobivamo redom sljedece podatke.

Broj stranica: 12, 48, 192, 768, ..., 3-4" . Duljine stranica: , L, i,..., l .
27 81 3

b

W | =
O | —

12 16 64 256 4\
Opseg: ?, ?,?, —,...,3-[5] .
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Ukupna povrsina novih trokuta koji se pridodaju nakon » koraka

}1:3lﬂ%42~Lﬂ+4&—LJ}+DZ—LJQh“+34“{l]g
9

81 243 729 9
1 4 16 64 3 (4)
=P|l-+—+—+—+...+=|=| |-
3 27 81 243 419

. ) N .. 4 .. .
Niz opsega O, jest geometrijski niz kvocijenta 3’ Sto znaci da nije konvergentan. Stoga, opseg Kocho-
ve pahuljice nema grani¢nu vrijednost. PiSemo lim —

3(4Y
—| =0.
n—o0 4| 9
Ukupnu povrsinu Kochove pahuljice, nakon beskonacno mnogo provedenih koraka, racunat ¢emo kao

zbroj geometrijskog reda

1 4 16 64 3 (4)
-P+—P+—PB+—P+...+=|=| B+...
3 27 81 243 419

. . .. . : .. 4 L
i tome dodati povrSinu pocetnog trokuta. Kako je kvocijent reda 3 <1, to red konvergira i njegov
zbroj iznosi

1
-
~3°3
P= 4_5g.
1——=
9

Ako tome pridodamo 1 povrSinu pocetnog trokuta, ukupna povrsina Kochove pahuljice je

8 243

-P
59 5

Generiranje tepiha Sierpinskog Opseg lika Povrsina lika
Korak 0 0, =4 P =1

16 8
Korak 1 . O =— B==
3 9

| |
80 64
oz | u [ = - -
ora > 9 P} 31
| |
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-l
" 496 512
Korak 3 | 0, =—— P=""
- Y P729
-l
Korak n 0 =2 P =2
Beskonacan
korak tepiha lim 0, =? lim P, =?
Sierpinskog

Opseg tepiha Sierpinskog:

0. iteracija O, = 4

1. iteracija O, = 4+4%
. .. 1 1
2. iteracija O, :4+4-§—|—8'4~§
1 1 1

3.iteracija O, =4+4-—+8-4-—+64-4.—
3 9 27

1 1 1 1 4 (8)
n-ta iteracija On:4+4-—+8-4-—+82-4-—+'--+8"_1-4-—=4+—Z[—J

3 9 27 3" 34=\3
Beskonacan korak:

O=1mO0O, = lim

nh—00 n—oo

4.(8)"
44— - =00.

Sl |
Povrsina tepiha Sierpinskog ako je stranica pocetnog kvadrata 1.
0. iteracija P, =1

2
1. iteracija P, =1> — E]

1y (1Y
2. iteracija P, =1 _[_J —8[—]
3 9
2 2 2
3. iteracija B, =1° —[l] _g[l] —64[L]
3 9 27
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n-ta iteracija

(1 8 64 512
P=all-|-—4++—4+—+—+...
9 ' 81 729 ' 6561

91 92 93 9n+1
54615 -+
il I i ) AR
9 9 9 9

Beskonacan korak:

(80 8 8 8"
= |l—| =+ =4 4..+

=4° 1_1
9

P=limP=d’ 1—l 1 :az[l—é-9

n—oo 9 8

Primijenite nauceno.

Zadatak 1.

Ako je duljina stranice kvadrata x, a duljina stranice trokuta a, tada iz sli¢nosti zadanog trokuta 1 jed-
nog od trokuta nastalih upisivanjem kvadrata slijedi:

x_a-x_ . _ g
a .
= [E] jedan kvadrat
P =2 %] = % dva nastala kvadrata
a’ ..
P =4 g] = 16 Cetiri nastala kvadrata
2
p=8|Z| = a_ osam nastalih kvadrata
fole) 32
Povrsina svih nastalih kvadrata:
a
a a o a 4 a
P=—t—Ft—F—+.=—F=—.
4 8 16 32 1— 1 2
2
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Zadatak 2.
a
[, =hHT =7
a
l, = VZW:ZW
a
L=rnmr=—m
3 3 8

Duljina krivulje:

[
L+L+L+...=—

_
|
B

Zadatak 3.

P:"z‘/g

! 4

_ 3a2\/§

a :—’ P =
o2 7 4 16
2
a\/g 3a
— V3
2 3 3a [4] V3 9a*\3
a2 = = —_—, P3 = =
2 4 4 64
a3
Zbroj povrsina svih trokuta: P=F+P, +P +...= % —a’\3.
1->
Napomena. 4

Ovaj zadatak, a i svi zadaci u kojima se prema nekom pravilu formira beskonac¢an niz sli¢nih geome-
trijskih likova ili tijela, moZe se rijesSiti jednostavnije koriste¢i koeficijent sli¢nosti tih likova ili tijela.
Pri tome koristimo svojstvo da se opsezi sli¢nih likova odnose kao 1 stranice s istim koeficijentom £,

povrsine sli¢nih likova odnose se kao k°, a volumeni sli¢nih geometrijskih tijela kao &°.

Primjerice, u ovom zadatku svi su konstruirani trokuti sli¢ni jer imaju sve kutove 60° (poucak KK) .
Ako promatramo prva dva trokuta ili bilo koja dva uzastopna trokuta u nizu, koeficijent slicnosti jed-

o3

nak je omjeru njihovih stranica: k = Yo 2 _ 73 Tada je omjer njihovih povrsina k* = % . Pre-
a a
3
ma tome zbroj svih povrSina geometrijski je red s kvocijentom Z , a zbroj iznosi P = % = a2x/§ .
1—=
4
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4.3. Slozi funkciju

U ovoj ¢e aktivnosti u€enici:

* primijeniti znacenje koeficijenata u pravilu pridruzivanja linearne, racionalne i eksponencijalne
funkcije pri odabiru klase funkcija

 rabiti svojstva funkcija pri izradi matematickog modela
* racunati kompoziciju funkcija
» kreirati funkciju koriste¢i podatke iz svakodnevnog konteksta

* predstaviti svoj rad.
Oblik rada: u ¢etveroclanim skupinama

Trajanje aktivnosti: 90 minuta

U ¢emu je problem?

Ucenici rade u Cetvero¢lanim skupinama. Svaka skupina sama odabire koji ¢e zadatak rjesavati ili to
odreduje nastavnik. O¢ekujemo da ¢e ucenici napraviti kompoziciju linearne funkcije s eksponencijal-
nom ili / 1 racionalnom 1 smjestiti je u realni kontekst pazljivim odabirom koeficijenata. Ucenike treba
potaknuti da koriste tehnologiju i da provjere zadovoljava li njihov model pocetne uvjete te jesu li oda-
brani brojevi realni za dani problem. Neke su od funkcija koje bismo zeljeli dobiti od ucenika oblika:

M

_ax+b B
l_l_emx '

y_cx+d’

y:No'ekx+l,y

Ucenici bi nakon predstavljanja svog modela, u okviru predstavljanja, trebali izvijestiti o tome kako su
podijelili uloge, kako su radili ¢lanovi skupine, na koje su poteskoc¢e naisli te kako su ih rijesili.

4.4. Skijanje na vodi

U ovoj ¢e aktivnosti u€enici:
* modelirati situaciju realnog konteksta derivabilnom funkcijom
* rjeSavati probleme iz fizike

* povezati vektor brzine i tangentu na krivulju.

Oblik rada: rad u skupini
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Mozete li pretpostaviti?

Budu¢i da su sve tocke koje Bruno razmatra ,,ispod‘ mola, ocito je loSije pustiti uze za vrijeme dok
je funkcija koja odgovara putanji padajuca, nego dok je rastuca (nastavak putanje Brunu ¢e odvesti
jos nize jer ¢e 1 tangenta biti zadana padaju¢om funkcijom). Kako je C tocka ekstrema, u njoj ¢e tan-
genta biti horizontalna i zavrsiti ,,ispod* mola, dok ¢e u tocki D biti graf rastuce funkcije te ¢e zavrsiti
»1znad“ mola. Tesko je sigurno procijeniti koja ¢e toka na obali na kraju biti blize molu, ali pretpo-
stavljamo da ¢e odgovarati pusStanju uzeta u tocki D.

Napravite model.

Kao §to je reeno u opisu modela, jednadzba parabole je ¥ = x°, a mol ima koordinate (2,2). Iz slike

1 ¢injenice da su im ordinate cjelobrojne, zaklju¢ujemo da su tocke koje Bruno razmatra A(—\/E ,2) ,
B(-1,1),C(0,0)1D (1,1). Sada mozemo preciznije povuci tangente i vidjeti da je najpovoljnija tocka
upravo D.

Potrazite pomoc¢ tehnologije.

U programu dinamic¢ne geometrije dobivamo sljedecu sliku iz koje se precizno vidi udaljenost svih
presjecista s obalom od mola, kao i to da je D' dvostruko bliza molu nego C".

10—+

f(x) = x* y g,,\
-Jj2=-141 1
A'lmol = 9.66 cm 8T
B'|mol = 7.00 cm

C'|mol = 2.00 cm
D'|mol =1.00 cm

+—tttt t 4+
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Kako bi to rijesila teorija?

Neka je T (t,tz> proizvoljna tocka na paraboli. Koeficijent smjera tangente na parabolu u tocki T
je 2t, pa je njezina jednadzba y—¢*=2¢(x—1¢), odnosno nakon sredivanja y=2tx—1>. Presjek
s obalom dobivamo tako da uvrstimo x = 2, odakle je y = 4¢—¢*. Dakle, udaljenost od mola je
‘2 —(4—7)
tocke, nego i rjeSavanjem kvadratne jednadzbe mozemo dobiti egzaktno to¢ku u kojoj Bruno mora

2 v . v . .. .
= ‘t —4 +2‘. Sada moZemo ne samo izracunati egzaktne vrijednosti za 4 razmatrane

pustiti uze da bi stigao to¢no na mol: ¢, =2+ J2 . O¢ito da samo rjeSenje £, ima smisla (¢, je ,,iza“

obale), dakle optimalna je tocka za pustanje uzeta (tz,tzz) = (2 —\2,6-442 ) :

4.5. Kako rac¢una kalkulator 111 kako rac¢unati bez kalkulatora

U ovoj ¢e aktivnosti u€enici:
 interpretirati pravac koji se ,,najbolje* prislanja uz graf funkcije f/ kao tangentu
» odrediti tangentu na graf zadane funkcije
 racunati derivacije zadane funkcije i polinoma
» postavljati sustave jednadzbi iz uvjeta jednakosti derivacija u tocki
* rjeSavati sustave jednadzbi
+ generalizirati polinome koji dobro aproksimiraju zadanu funkciju
 otkriti Taylorove polinome za funkciju f
* vrednovati svoj rad.

Oblik rada: gostionica

U ¢emu je problem?

Nastavnik moze u¢enicima pokazati logaritamske tablice i Siber.

Kako to izgleda?

Ucenike je moguce podijeliti u heterogene ili homogene skupine po sposobnostima. Ako dijelimo
ucenike u homogene skupine trebamo paziti na slozenost zadataka. Najjednostavniji je primjer e., dok
je, s obzirom na deriviranje, najsloZeniji primjer d. Primjer a. neée se jednostavno moci generalizirati,
dok su u primjerima b. i c. neparni, odnosno parni koeficijenti jednaki 0 §to moze stvarati poteskoce

pri generalizaciji za taj primjer.
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Ucenici ¢e u svim skupinama zakljuciti da bez kalkulatora mogu odrediti koliko je /(0), ali da ne mogu
odrediti koliko je f(0.1).

Napravite model.

» U svim ¢e skupinama biti # = 0 pa ¢e graf polinoma sadrzavati tocku (0, 1 (0)). ,,Najbolje se uz
graf funkcije f u tocki (0, /(0)) prislanja tangenta. Koeficijent smjera tangente ucenici ¢e dobiti
deriviranjem. RjesSenja su:

a. B(x)=x b. B(x)=x c. B(x)=1

d. Pl(x)zl—kg e. B(x)=1+x

2 2

a B (x)=x—" b. P, (x)=x . B(x)=1-%
2 2
d. B (x) =1+ e. B(x)=l+x+>

* Dalje rade na isti nacin. Zakljucuju da se koeficijenti koje su ve¢ izracunali ne mijenjaju, za poli-
nom viseg stupnja samo se dodaje novi ¢lan.

2 3 4 3 2 4

a B(x)=x—"+- b P (x)=x—" . By (x)=1- "4
2 3 4 2 3 4
d.P4(x):1 f—x——f—x——si e_ﬂ(x):1+x+x_+x_+x_
2 8 16 128 2 6 24

MoZete li pretpostaviti?

Ucenici ¢e na osnovu primjera pretpostaviti:

2 3 4 9 10
a. Ro(x):x—x—+x——x—+...—x—+x—
2 3 4 9 10
3 5 7 9
b By(x)=x—+ L 4T
3151 719!
2 4 [ 8 10
21 41 6! 8! 10!
2 3 3-5x* 3-5-7x° 3-5-7-9x° 3:5-7-..-17x"°
d. P10<x):1+£_ 2)C jC Y a 5 i 6 a e 10 a
20 2%2.210 2331 2441 2°.5) 2°0.6! 2'%.10!
2 3 4 5 10
e Py(x)=l4x+—+ 4 p g+
21 31 41 5] 10!

Dobiveni niz brojeva B, (0.1),..., B, (0.1) sve se vise priblizava broju f(0.1).
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Potrazite pomo¢ tehnologije.

Crtajuci grafove ucenici ¢e primijetiti da dobiveni polinomi sve bolje aproksimiraju zadanu funkciju
za brojeve x koji su blizu 0 pa vrijednosti zadane funkcije mozemo aproksimirati vrijednostima poli-
noma. Vrijednosti polinoma mozemo racunati pomocu osnovnih racunskih operacija zbrajanja, odu-
zimanja, mnoZzenja i dijeljenja.

Mozemo li viSe?

U ovom dijelu aktivnosti ucenici idu u goste. Na osnovu svih primjera mogu pretpostaviti da je za

ol funkei foolinom P (x)— S 0)
proizvoljnu funkciju f polinom P, (x)= ;T
nazivaju Taylorovi polinomi. Ako bismo ovaj postupak nastavili u beskona¢nost, dobili bismo razvoj

x*. Nastavnik ¢e im reéi da se dobiveni polinomi

funkcije u Taylorov red.

4.6. Staza u naselju

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
e crtati pravac i kruzni luk
e crtati grafove kvadratne funkcije pomocu tehnologije
e odrediti kvadratnu funkciju iz zadanih uvjeta
e povezati pojmove glatka staza, tangenta i derivacija
e analizirati uvjete pod kojim se grafovi funkcija glatko nadovezuju jedna na drugu
e kreirati funkciju koja zadovoljava zadane uvjete

e vrednovati svoj rad.

Kako to izgleda?

Prijedlog 1: ne spaja se glatko s juznim zidom
Prijedlog 2: staza nije glatka
Prijedlog 3: stablo nije sa¢uvano.

Ucenici ¢e promatrajuci slike moci vizualno odrediti koje su staze glatke, a koje nisu.
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Mozete li pretpostaviti?

Staza ne moZze biti ravna $to ucenici mogu provjeriti crtanjem (nije glatko u tocki B). Staza ne moze
biti ni kruzni luk $to ¢e mozda neki ucenici pretpostaviti, a provjerit ¢e u iducoj aktivnosti. Ako se staza
glatko spaja s juznim zidom isto¢ne zgrade u tocki B, tangenta na stazu u toc¢ki B mora biti u pravcu
juznog zida.

Napravite model.

Tangenta na stazu u tocki B mora biti u pravcu juznog zida, dakle srediSte kruznice mora biti na pravcu
koji sadrzi tocku B 1 okomit je na juzni zid. Toc¢ke 4 1 B su na kruznici, srediSte kruZnice je na simetrali
duzine AB . Odredimo srediste kao sjeciSte tih dvaju pravaca i nacrtamo kruzni luk. Vidi se da stablo
nije sacuvano.

Potrazite pomo¢ tehnologije.

Funkcija ne moze biti linearna. Kvadratna funkcija mogla bi biti rjeSenje. Graf ¢e se glatko spajati s
juznim zidom ako je tjeme parabole u tocki B.

Koordinatni sustav se moze odabrati na razli¢ite nacine i treba ucenicima dozvoliti da ga biraju te na
kraju diskutirati o prednostima i nedostacima pojedinih odabira. Najvjerojatniji odabiri su s ishodistem
u tocki 4 ili B. Treba odabrati 1 mjerilo te odluciti kako ¢e se skica prikazati u tom koordinatnom su-
stavu, odnosno kako ¢e se uskladiti mjerila. Jedan od nacina je da se odrede koordinate tocaka 4, B i
sredista stabla u odabranome koordinatnom sustavu te da se crtaju samo te toc¢ke. Ovisno o odabranom
koordinatnom sustavu ucenici mogu birati prikladni oblik kvadratne funkcije o ¢emu ¢e ovisiti broj
parametara. Pri odredivanju vrijednosti parametara ucenici mogu nasumice mijenjati vrijednosti ili
neke (ili sve) izracunati tako da zadovoljavaju zadane uvjete. Ponovno treba diskutirati o u¢inkovitosti
odabranih metoda.

Moguce rjeSenje za ishodiste u tocki B:

h(x)=ax’ ac-n Y

a=-0,02430 g
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Moguce rjesenje za ishodiste u tocki 4:

6+

:JS::::Ae:::;::::I:O:il\';\

2t h(x) = a-x-(x -x1 )

) a=~0,02400

x1 =14,00000

U oba slucaja zakljucujemo da staza ne zadovoljava uvjete jer ne zaobilazi stablo.

Trazimo funkciju u obliku f (X) = ax’ +bx+c. Totke A i B pripadaju grafu pa se za ishodiste u tocki
A dobiva:

4(0,0)=0=c
B(7,12)=12=49a+7b+c

Tocka B tjeme je grafa funkcije pa vrijedi:

—
2a
RjeSavanjem ovog sustava dobiva se f (x) = —£x2 + 2x
! ! e 490 32
Za ishodiste u tocki B dobiva se f(x)= _12

Crtanjem ¢e se ucenici uvjeriti da stablo nije o¢uvano.

Kako bi to rijesila teorija?

Staze se glatko nadovezuju na drugoj slici. Tangente u tocki C podudaraju se. Vrijedi:
n=r(x)=glx) i/ (x)=g'(x)

Trazimo funkcije u obliku:

f(x)=ax’ +bx+c, f(x)=2ax+b

g(x): dax’ +ex+ f, g/(x): 2dx+e.

Zajednicka tocka ima koordinate (x1 N ) . Jednadzbe su (za ishodiste u tocki 4):
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1.2=49d +7e+ f
y=dx’ +ex + f
e

2d
0=c

7=

ax,’ +bx, +c=y,
2dx, +e=2ax, +b.

Ima beskona¢no mnogo rjesenja. Tocka u kojoj se grafovi nadovezuju moze se odabrati proizvoljno
tako da graf ne sijee kruznicu. Ucenici ¢e uvrstiti vrijednosti za ()c1 W ) . Sustav mogu rjesavati pisano
ili uz pomo¢ tehnologije.

Mozemo li viSe?

Funkcije koje dolaze u obzir moraju imati horizontalnu tangentu u tocki B, odnosno ekstrem ili tocku
infleksije u B. Stoga, traZzena funkcija ne moze biti: linearna, funkcija apsolutne vrijednosti, logaritam-
ska, eksponencijalna. MozZe biti trigonometrijska.

4.7. Problem povrsine
Sto ¢emo raditi?

U ovoj ¢emo aktivnosti pokusati u¢enicima predociti problem racunanja povrsine, odnosno odredenog
integrala i upoznati ih s nekim numeri¢kim metodama. Cilj aktivnosti je da u¢enici primjene trapeznu
formulu za racunanje odredenog integrala, odnosno povrsine ispod grafa neke funkcije. Aktivnost se,
izuzev nekih dijelova ili uz prilagodbu, moze provesti s u¢enicima i prije nego su usvojili pojam odre-
denog integrala, a moze se provesti 1 kao uvod u integralni racun.

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
* procijeniti iznos povrSine bazena nepravilnog oblika
* odrediti aproksimaciju povrsine bazena nepravilnog oblika koriste¢i razli¢ite metode
* modelirati krivulje, koje opisuju rub bazena koriste¢i tehnologiju
+ dokazati trapeznu formulu
* primijeniti trapeznu formulu u ra¢unanju odredenog integrala
» usporediti rezultate racunanja povrsine dobivene razli¢itim metodama

» odrediti preciznost dobivenih rezultata.
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Trajanje aktivnosti: dva Skolska sata.
Oblik rada: rad u skupinama.

Potrebno: nastavni listi¢, graficki kalkulator i/ili racunalo.

Kako to izgleda?

Na pocetku ¢emo nekoliko minuta, zajedno s ucenicima, prokomentirati zadatak, podijeliti ucenike u
skupine 1 podijeliti zaduZenja. Rad u skupinama mozete organizirati tako da jedna (ili vise njih) sku-
pina racuna povrsinu bazena predlozenom metodom, druga skupina (ili vise njih) koriste¢i graficki
kalkulator ili racunalo, a tre¢a mozda nekom svojom metodom.

Druga je varijanta da se u okviru svake skupine podijele zaduZenja i provedu obje ponudene metode.

MoZete li pretpostaviti?

Nakon podjele u skupine svaka skupina neka na temelju zadanih podataka donese zajednic¢ku procjenu
povrsine bazena bez imalo ra¢unanja. Ogranicite im vrijeme procjene na, primjerice, 30-ak sekundiiu
tom roku neka vam donesu na papiru zapisanu procjenu s to¢nos¢u na dvije decimale. Bit ¢e zanimlji-
vo usporediti rezultate.

Napravite model.

U ovom dijelu aktivnosti sugeriramo ucenicima koju ¢e metodu koristiti za ratunanje povrSine bazena
jer nam je cilj da ucenici dodu do trapezne formule. Ucenici bi trebali prepoznati da nacrtane tocke
na rubu bazena po dijelovima odreduju trapeze koji dosta dobro aproksimiraju povrSinu na tom inter-
valu. Svi su trapezi razliciti, ali imaju istu visinu koja je jednaka 1 m jer je Ante svoja mjerenja radio
na svaki metar duljine bazena. PocCetni 1 zavrsni lik jest trokut ili moZemo reci trapez kojemu je kraca
osnovica duljine 0. Tada je ukupna je povrsSina svih trapeza jednaka:

p_ 0271 2714379\ 37943.64 | 3644315 3154323
2 2 2 2 2
+3.23J2r3.53_1+3.53;3.04_1+3.04;+0_1

P:%(0+2-2.71+2~3.79+2-3.64+2.3.15+2.3.23+2-3.53+2.3.04+0):23.09

Priblizna povr$ina bazena je 23.09 m.
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Potrazite pomo¢ tehnologije.

Ako ucenici imaju iskustva u radu s grafickim kalkulatorom, onda ¢e relativno brzo, uz osnovne upute,
do¢i do funkcijskog modela za rub bazena.

Ako nemaju iskustvo, upute su sljedece:
Pritisnite | STAT | — |[EDIT |- | 1:| —»

U listu treba upisati x koordinate toaka 4, B, C, D, E, F, G, H, I, odnosno brojeve 0,1,2,3,4,5,6,7,8.

U |L2| treba upisati y koordinate totaka 4, B, C, D, E, F, G, H, I, odnosno brojeve 2.43, 0.96, 0.97,
1.27,1.35,1.14, 0.89, 1.13, 2.43.

U treba upisati y koordinate tocaka 4, P, O, N, M, L, K, J, I, odnosno brojeve 2.43, 3.67,4.78,4.91,
4.50,4.37,4.42,4.17,2.43.

Ukljucite| STAT PLOTI | za L1i L2, te|STAT PLOT2|za L1iL3 i kako biste ucrtali upi-
sane podatke.

Izbor regresije kojom ¢ete pokusati pokriti rub bazena prepustite za pocetak ucenicima za samostalno
istrazivanje. Ako ne uspijevaju sami, sugerirajte im sljedece:

Funkcija donjeg ruba:

|STAT | — | CALC | — | 7:QuartReg | —

Xlist: L1]

Ylist:

Store RegEQ: Y1 (( VARS| — | Y-VARS | — | 1:Y1))

ENTER
Jednako se napravi i za funkciju gornjeg ruba samo kod Y liste umjesto treba upisati , a kod

Store RegEQ umjesto upisite .

U meniju pojavit ¢e se funkcije donjeg i gornjeg ruba:

Funkcija donjeg ruba je (Y1) g(x)=0.01448x" —0.23075x" +1.21498x” —2.35602x +2.40044 , a
gornjeg ruba je (Y2) f(x)=—0.0097x* +0.16024x> —0.97374x> +2.52502x +2.31313 .

Preciznost koeficijenata mora biti najmanje na 5 decimala da bismo dobili dobru aproksimaciju.

Nacrtajte dobivene podatke. ( GRAPH )

Ako Zelimo pomocu kalkulatora izracunati povrSinu omedenu dvjema funkcijama, otvorite meni

), zatim odaberite | 7: f Jf(x)dx |, donju granicu 0 i gornju 8 — | ENTER

Sve to jo$ jednom napravite, ali odabirom druge funkcije (pomicanjem strelica gore - dolje).

|CALC|(2ND|— | TRACE

Povrsina ispod grafa funkcije g je 9.77559 m?, a ispod grafa funkcije f 33.63656 m?. Njihova je razlika
priblizna povrsina bazena: 23.86 m>.
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g(x)=-0.0097-x* +0.16024- x* —0.97374- x* +2.52502- x +3.31313

f(x)=0.01448-x* —0.23075- x> +1.21498- x* —2.35602- x + 2.40044

0 1 > 3 4 5 6 7T 8

Kako bi to rijesila teorija?

Nakon predstavljanja rezultata i metoda kojim su do njih dosli moze se postaviti i pitanje preciznosti
ili pogreske koja se javlja pri ovakvom raunanju. Sto mislite kako je kalkulator ra¢unao povr§inu?
Mozete li povezati ove dvije metode koje ste koristili? Svakako treba primijetiti da smo i u prvoj me-
todi (pomocu trapeza) zapravo rac¢unali razliku povrsine ispod gornjeg ruba i povrsine ispod donjeg
ruba bazena. Nakon toga ucenici su spremni za samostalan rad i dokaz trapezne formule uz prilozenu
skicu i upute.

pa L DS [ SOIHI) 7 SEIHIE) . SO

= S5 (@42 @)+ S )+ S, )+ 1O)

Ax
=3%%+bﬁﬂn+m+bm+n)

Mozemo li viSe?

Ako ostane vremena na kraju ucenici mogu istraziti neke druge numericke metode kao §to je Simpso-
nova formula.

Kod trapezne formule funkciju smo po intervalima aproksimirali nizom linearnih funkcija, a kod Simp-
sonove formule aproksimacija se provodi kvadratnom funkcijom, a dani interval dijelimo na parni broj
pod intervala. Uz iste oznake, kao i za trapeznu formulu, vrijedi

138



Funkcije 2

Simpsonova formula

J e S (0 47 (54 (6 (5 47 () () 4 () 47 (1) ()

Ax

= S @)+ 7 (B) 207 ()4 F () oo (o ) 4L ()4 () oo ()

:%{yo +2[y2 +y4+"'+y2n—z]+4[y1 + ;5 +-'-+y2n_1]—|—yn}

Primijenite nauceno.

Zadatak 1.

Rjesenje. Ax = 101 =0.1. Interval [1 2] podijelimo na 10 podintervala to¢kama

x,=Lx=11,x,=12,x,=13,x,=14,---, x, =19, x,, =2. Tada je

0.1(1 2 2 2 2 2 2 2 2 1
f dx ~ +—+—+—+—+—+—+—+—+—+— ~0.693771
1.1 12 13 14 15 16 17 18 19 2
Racunamo li direktno odredeni integral:

2
fldx: 1n|x”12 =1n2~0.693147
X

1
iznosi se podudaraju u prvim trima decimalama. Ako zelimo veéu preciznost, moramo povecati broj

podintervala.

Zadatak 2.

1

Racunamo f e* dx . Prvo éemo podijeliti interval [0,1] na 10 podintervala i izraunati vrijednost funk-
0

.o 2 . v . W
cije e* udjelisnim tockama.
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X &

0 1.0
0.1 1.01005
0.2 1.04081
0.3 1.09417
0.4 1.17351
0.5 1.28403
0.6 1.43333
0.7 1.63232
0.8 1.89648
0.9 2.24791

1 2.71828

Koristeci trapeznu formulu trazeni integral je:

1

[efax= %[1+2.71828+2-(1.01005+1.04081+1.09417+

0

+1.17351+1.28403 +1.43333 +1.63232 +1.89648 +
+2.24791) =1.467175

Zadatak 3.

Ukupan broj ljudi koji prijede ulicu tijekom dana mozemo predvidjeti racunaju¢i odredeni integral
24

f v(x)dx gdje je v (x) brzina protoka ljudi koji predu ulicu u sat vremena.
6

Racunat ¢emo pomocu trapezne formule:
24 3

fv(x)dxz8(150+2~1320—|—2-810—|—2-760~|—2-154O—|—2~360~|—120):9850 ljudi.

6
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5. Matrice i vektori

5.1. Linearna kombinacija vektora

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
® povezati operacije s vektorima i prikaz vektora kao linearnu kombinaciju vektora

e prikazati jedan vektor kao linearnu kombinaciju dvaju vektora u specifi¢nim situacijama i pro-
cijeniti koja je jednostavnija

e povezati prikaz vektora koordinatama s prikazom linearnom kombinacijom jedini¢nim vektori-
ma

e primijeniti rastav vektora u problemima.

Nastavna sredstva: Linearna kombinacija vektora.gsp

Kako to izgleda?

Ucenici ¢e trazene vektore ucrtati u koordinatni sustav.

Mozete li pretpostaviti?

Ocekujemo da ¢e neki u€enici uociti vezu s prethodnim zadatkom.

Napravite model.

Rjesenja:
Loacetarls. we=Zavly. ce=lii23.
4 4 8 4 2 4
do=tgo Ly e ti Ly el
2 2 4 4
2 A c=Yatih: be=—tarlp ci=2a-2%5. ai=_33
2 3 2 3 2 3 3

Ucenici bi trebali zakljuciti da je 2. zadatak laksi jer su vektori aib pod pravim kutom.
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Potrazite pomo¢ tehnologije.

Oblik rada: individualni

U datoteci Linearna kombinacija vektora.gsp ucenici mogu zadatke rijesiti graficki 1 zapisati zakljuc-
ke.

Kako bi to rijesila teorija?

Oblik rada: rad u skupini

Ucenici zadatke rjeSavaju algebarski.

Mozemo li viSe?

Ucenici ¢e primijeniti rastav vektora na linearnu kombinaciju na zadatku iz fizike. Potrebno je odrediti
komponentu vektora koja djeluje u smjeru kosine.

F,)

— ‘F‘-sin30° —5.9.81.0.5=24.525N.

5.2. Vektori — domino lanac

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
» odrediti suprotni vektor
* odrediti duljinu vektora u koordinatnom sustavu
« prikazati vektor kao linearnu kombinaciju vektora i i }
+ zbrajati i oduzimati vektore u koordinatnom sustavu

» provjeriti kolinearnost 1 okomitost vektora.
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Oblik rada: suparnicki u ¢etvero€lanim skupinama
Potreban materijal: domino plocice za svaku skupinu.

Potrebno je izrezati plocice po iscrtanim linijama. Svaka plocica ima dvije sliCice 1 za svaku sli¢icu
postoji tocno jedna koja joj odgovara. Ucenik koji ima odgovarajucu sliCicu stavlja ju uz sli¢icu koja
je ve¢ odlozena.

Rjesenje:

2,8,1,23,15,17, 4,22,13,7,9, 18, 16, 21, 6,
10, 19, 26, 3, 5, 11, 28, 14, 27, 20, 24, 12, 25

5.3. Potencije matrice

Za odvijanje aktivnosti predvidena su dva Skolska sata. Pretpostavlja se da ¢e ucenici svoj racun i re-
zultate istraZivanja zapisivati u biljeZnicu. PoZeljna je upotreba kalkulatora koji omogucuje izvodenje
operacije mnozenja matrica reda 2 x 2.

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
* mnoziti matrice reda 2 x 2
* mnoziti matrice skalarom
+ pronaci op¢i ¢lan niza na temelju poznatih prvih nekoliko ¢lanova niza

» dokazati tvrdnju matematickom indukcijom.

Kako to izgleda?

P R S

4 0 5 10 8
P = R =2. §* =2

0 4 3 8 10
, (8 0 3 9 7 3 28 26
P = R =4 S’ =4

0 8 7 9 26 28
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Mozete li pretpostaviti?

. 8 0)(2 0) (16 0
P‘=p.p= : =
0 8/l0o 2/ [0 16
. 9 7)(3 1 34 30 17 15
R*=RR=4 : —4. — 8.
7 9)(1 3 30 34 15 17

G gg_y 28 26) (4 2_4 164 160 g 82 80
N 126 28] 12 4] l160 164] (80 82

Napravite model.

Pt _pip_ 8 01(2 O B 16 0
B 1o 8Jlo 2] |0 16
P _pt.p— 16 0) (2 0_32 0 _25 0
0 1610 2 0 32 0o 2°
2° 01](2° 0 B 21 0
0 2°Jlo 2° 0o 2
210 O 210 O 220 0
0 210].[ 0 210]:[ 0 220]

P50 _ P20 'P20 'PIO _ 220 O ' 220 O . 210 0 _ 240 0 . 210 0 _ 250 O
O 220 0 220 0 210 O 240 0 210 O 250

Ucenici ¢e lako, na temelju prethodnih rezultata, pretpostaviti da opcéenito vrijedi da je n-ta potencija

PIOZPS'PSZ

P20 — PlO 'PIO —

matrice P = [ ] kvadratna matrica 2 x 2 na ¢ijoj su glavnoj dijagonali elementi 2", a na preostala

: . o o 2" 0
dva mjesta nule i simbolicki ¢e zapisati P" = 0 2n].

Potrazite pomo¢ tehnologije.

Ucenici ¢e dalje racunati
s . 17 15} (3 1 66 62 33 31
R =R -R=8- . =8 =16- yeus
15 17 (1 3 62 66 31 33

te relativno lako pretpostaviti (ili ¢e im nastavnik sugerirati da promatraju potencije broja 2 pri trazenju

pravila prema kojem se mijenjaju elementi matrice u ovisnosti o eksponentu) da je

2"+1 2"—1
2" -1 2"+1

Rn — 2n—] .
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Ucenici ¢e dalje racunati

G _ g g (82 B0) (4 2] (488 484)_ . (244 24
B T 180 82) (2 4) T 484 488 T (242 244]

te relativno lako pretpostaviti (ili ¢e im nastavnik sugerirati da promatraju potencije broja 3 pri trazenju
pravila prema kojem se mijenjaju elementi matrice u ovisnosti o eksponentu) da je

341 31
3 -1 3" +1

Sn — 2n71 A

Mozemo li vise?

Ocekuje se da ¢e ucenici usustaviti dosadasnje rezultate.

, k+1 k-1
Nekaje T = .
k—1 k+1
n 2 0 n n _
Akoje k=1,tadaje T=Pivrijedi 7" = 20 =2"". =2"". Pt 1=t .
0 2 0 2 "—1 1"+1
2"4+1 2"—1
Ako je k=2, tada je T= R i vrijedi 7" =2"".|= T .
2" -1 2"+1
3"4+1 3"—1
Ako je k=3, tada je T= S vrijedi 7" =2"".|> T .
3" -1 3"+1
Ocekuje se da ¢e ucenici moc¢i generalizirati (ili ¢e im pomo¢i nastavnik) da vrijedi
Y K'+1 k" —1 ‘
k"—1 k" +1

Ispravnost svoje tvrdnje ucenici ¢e provjeriti za neke odabire k,ne N 1 k=1,2,3.

Kako bi to rijeSila teorija?

Nastavnik ¢e s uc¢enicima koji zele znati vise provesti dokaz koriste¢i princip matematicke indukcije.

K+1 k' —1
Nekajen=1.Tadaje 7' =2""- ]+ . |=T , pabaza indukcije vrijedi.
k=1 k +1
. . ST L2 o T A § . )
Pretpostavimo da za neki ne N vrijedi 7" =2""- 1 ka1l Zelimo pokazati da je
n_ n+

1 R
1 kT
K"+1 k" —1
k"—1 k"+1
Pl kT
1 et

Tn+1 — 2n X

Tn+l — Tn 'T — 2n—1 .

Al k=) (267 42 26" =2
k—1 k+1] 2.k 2 2.k 42

n
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5.4. Sustavi linearnih jednadzbi

U ovoj ¢e aktivnosti u€enici:
e zapisati sustav u matri¢nom obliku
e primijeniti matrice i operacije s matricama pri rjeSavanju sustava jednadzbi
e racunati inverz matrice pomoc¢u tehnologije
e izvesti formulu za inverz matrice reda 2 x 2
e argumentirati prednosti i nedostatke nauc¢ene metode rjesavanja sustava jednadzbi

e vrednovati svoj rad.

Ova je aktivnost predvidena za dva Skolska sata.

Kako to izgleda?

Oblik rada: individualni
Neka je x cijena jedne lizalice, a y cijena jedne ¢okoladice. Tada se dobiva sustav jednadzbi:

6x+8y =36
Sx+7y=31,

CijasurjeSenjax=21y=3.
Mozete li pretpostaviti?

Ucenici mogu predloziti metodu suprotnih koeficijenata, supstitucije i komparacije.

Napravite model.

U matri¢nom obliku sustav ima oblik:

X

y

6 8
5 7

36
31

Potrazite pomo¢ tehnologije.

Oblik rada: individualni

Nastavna pomagala: graficki kalkulator za svakog ucenika
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Iz AX = B bi uCenici mogli izraziti X = 4~'B i izraCunati na grafickom kalkulatoru. Kao rezultat do-

biva se matrica X = [ 3
Kako bi to rijeSila teorija?

a. Mnozenjem matrica dobivamo da su one zaista medusobno inverzne.

b Dobi 116 8
. t - .
obiva se matrica >\,
c. Na temelju b. zakljuc¢ujemo da je inverz matrice 4 jednak
-1 1 d _b
A = ,ad —bc=0.
ad—bc|—c a

Izraz ad — bc je zapravo determinanta matrice 4.

Mozemo li viSe?

Ucenike se moze uputiti na istrazivanje mogu li se koristiti proracunske tablice za operacije s matri-
cama.

Primijenite nauceno.

Zadatak 1.

Rjesenje: Cijena mlije¢ne cokolade po kilogramu je 1.2 €, cijena bijele ¢okolade je 1.5 €, a cijena ta-
mne ¢okolade je 1 € po kilogramu. Tada ¢e ih nova vrsta pralina kostati 11.8 € po kilogramu.

Zadatak 2.

RjeSenje: Zaposlili su 45 Cistaca, 55 racunalnih tehnicara 1 50 programera.

Zadatak 3.

Rjesenje:
a. a=50000,5=100000ic=240 000
b. Da.

c. Godine 2020. zaradit ¢e 617 143 €.
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5.5. Preslikavanja ravnine 1 matrice

U ovoj ¢e aktivnosti u€enici:
e crtati osno i centralno simetri¢ne tocke te odrediti njihove koordinate
® mnoziti matrice
e povezati kompoziciju preslikavanja i umnozak matrica
® istraziti i opisati preslikavanje zadano matricom

e generalizirati oblik matrice za pojedine vrste preslikavanja (osna i centralna simetrija, homote-
tija, dilatacija u smjeru osi ordinate i u smjeru osi apscisa, zakosenje, rotacija)

e primijeniti trigonometrijske funkcije u odredivanju matrice rotacije
e dokazati da je kompozicija dviju rotacija s istim centrom rotacija

e otkriti os simetrije preslikavanja zadanog matricom

e otkriti da je kompozicija dviju osnih simetrija rotacija

e vrednovati svoj rad.

Kako to izgleda?

Oblik rada: rad u skupini; gostiona. Ucenici najprije rade u tri ekspertne skupine. Zatim idu u goste i
rjeSavaju zajednicke zadatke.

RjeSenja:
Prva skupina: Matrica osne simetrije s obzirom na os apscisa je 4= 0

-1 0
0 1

Druga skupina: Matrica osne simetrije s obzirom na os ordinata je B = l

-1 0
Treca skupina: Matrica centralne simetrije s obzirom na ishodiste je C = l 0 J
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Idemo u goste.

U gostima ¢e ucenici na osnovu rezultata u ekspertnim grupama popuniti tablicu:

. . . reslikavanje )
pocetne tocke preslikavanje opisno . ) : preslikane tocke
matrica
osna simetrija s obzirom 1 0
A, F ™ A= A,..F,
na os apscisa 0 -1
osna simetrija s obzirom -1 0
A, F, - B= A, F,
na os ordinata 0 1
centralna simetrija -1 0
Ay F, . o C= A, F,
s obzirom na ishodiste 0 -1

Ucenici ¢e mnozec¢i matrice zakljuciti da je B- 4= A-B = C. Povezuju¢i matrice s preslikavanjima,
zakljucit ¢e da je kompozicija osne simetrije s obzirom na os apscisa i osne simetrije s obzirom na os
ordinata, ili kompozicija simetrija u drugom redoslijedu, centralna simetrija s obzirom na ishodiste.

Potrazite pomoc¢ tehnologije.

Organizacija rada: Cetiri radna centra. MoZe se raditi tako da svi u€enici produ sve radne centre ili da
pojedina grupa ucenika radi samo u jednom centru pa da kasnije rezultate predstavi ostalim grupama.
Cetvrti radni centar nesto je sloZeniji pa se moze dodijeliti sposobnijim u¢enicima.

Ucenici rade na racunalima, moguca je organizacija rada u kojoj svaki ucenik radi na svom racunalu ili
grupa ucenika radi na jednom racunalu. Koristit ¢e transformaciju koju su definirali u alatu dinami¢ne
geometrije.

Radni centar 1

Na osnovu primjera zakljucit ¢e da je matricom zadana homotetija s centrom u ishodistu i ko-

eficijentom k.

Radni centar 2

Ucenici ¢e na osnovu primjera zakljuciti da je matricom zadana dilatacija s koeficijentom a u

smjeru osi apscisa 1 s koeficijentom d u smjeru osi ordinata. Slika je kruznice pri ovom preslikavanju
elipsa ako su a 1 d razliciti, a ako su jednaki, onda je kruznica.
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Radni centar 3

., . e 1 : 1 b . : . .
Ucenici ¢e na osnovu primjera zakljuciti da je matricom zadano zakoSenje u smjeru osi apscisa
c

iu smjeru osi ordinata. Slika je kvadrata pri ovom preslikavanju paralelogram ako su b i ¢ razli¢iti. Ako
su b i ¢ jednaki, onda je romb.

Radni centar 4

Ucenici ¢e u konkretnim primjerima zakljuciti da je matricom zadana rotacija. Oc¢ekuje se da izmjere
kut rotacije 1 povezu elemente matrice s vrijednostima trigonometrijskih funkcija tog kuta. Na osnovu

cosa —sina

primjera zakljucit ¢e da je matricom zadana rotacija oko ishodista za kut a.

sina  cosa
Kako bi to rijesila teorija?

cosa —sina
a. Dokazite da je rotacija s centrom u ishodistu za kut « definirana matricom

S < COS«x

T'

Vrijedi: singp = 2, cosp = X paje
r r

x'=rcos(a+¢)=rcosacosp—rsinasing =
=(cosa)x—(sina)y

y' =rsin(a+@)=rsinacosp+rcosasinp =
= (sina)x+(cos a)y

cosa —sino

pa je matrica | .
sina cosa
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b. Koriste¢i matrice ucenici ¢e dokazati da je kompozicija rotacije za kut o oko ishodista i rotacije za
kut (3 oko ishodista rotacija za kut o + 3 oko ishodista.

cos3 —sinf|lcosa —sina

sin3 cosf3

cosFcosa—sinfFsina  —cos Fsina —sin 3 cosa

sinae  coso

sin fcosa +cos Fsina  —sin 3sin a4+ cos 3 cos «

cos(a +ﬁ) —sin(oz+ﬂ)
sin(oz—l—ﬁ) cos(oz—i—ﬁ)

Mozemo li viSe?

a. Ucenici Ce uvrstiti k£ = 1, dobiti matricu 4, =

0 1
l 1u programu dinami¢ne geometrije preslikati

jednu tocku te promatrajuéi tocku i sliku otkriti da je ovo simetrija s obzirom na pravac y = x.

34
Za k=2 dobiva se matrica 4, = 45 g Sto je simetrija s obzirom na pravac y = 2x.
55
Ostali zakljucci slijede analogno. Ucenici generaliziraju nepotpunom indukcijom da je matricom
1-k° 2k
2 2
A4, = Itk 1+k odredena simetrija s obzirom na pravac y = kx.
2k 1= K
1+k* 14k
A A ) I R
5 5|5 5 25 25
b. B=A4,-4,s = : = .
BT afle e g
5 5115 51 125 25

Ucenici mogu u programu dinami¢ne geometrije preslikati jednu tocku 1 mijenjajuci njezin polozaj
te mjere¢i kut TOT' zaklju¢iti da matrica B predstavlja rotaciju za kut ¢ = 73°44'23". Racunski

C e 7 . 24 . . .. . .
mogu provjeriti da je cosp = 55 sinp = 55 Osim toga mjerenjem kuta « koji zatvaraju pravci
y=2x1y=0.5x, uCenici ¢e otkriti da je p =2a.

c. Ucenici ¢e nakon nekoliko analognih primjera, generaliziraju¢i nepotpunom indukcijom, zakljuciti
da je kompozicija dviju osnih simetrija Cije se osi sijeku u ishodistu rotacija oko ishodista za dvo-
struki kut izmedu osi.

d. Ucenici ¢e nacrtati pravee a 1 b koji se sijeku u ishodistu 1 to¢ku 7 u ravnini. To¢ku 7 najprije pre-
slikamo osno simetricno s obzirom na pravac a i zatim dobivenu sliku s obzirom na b te dobivenu
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tocku oznacimo s 7". Zatim preslikamo 7 najprije s obzirom na b pa dobivenu sliku s obzirom na a
1 dobivenu sliku oznacimo s 7". Mijenjajuci polozaj pravaca, ucenici ¢e otkriti da se tocke 71 7"
podudaraju za svaki izbor tocke 7" ako su pravci a 1 b okomiti ili ako se podudaraju.

Dokaz:
1—k> 2k |[1-k2> 2k
S R Y A I EY SR Y
S N I A e
1+k>  1+k7 | |1+k7 1+k)7
1 (1=&>) (1=K )+ 4kk, 2k, (1—k>)—2k (1K)
(17 (1487 (26, (1 - &,7) — 2k, (1-K2) ddky +(1-k2) (1= k2) |

Analogno se dobije
(1=&7)(1-K )+ 4kk, 2k (1—k)—2k, (1-&7)
2k, (1K) =2k (1-k,) 4k, +(1—k7) (1K)

1

S v ey

ky T

Jednakost se postize ako je

2k, (1— k) =2k (1= &, ) = 2k, (1—k," ) — 2k, (1— &)
k, —k’k, —k +kk’> =0

(ky — k) (1 + ke, ) = 0

pa se pravci podudaraju ili su okomiti.
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6. Modeliranje

6.1. Broj pusac¢a u Londonu

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
 istraziti vezu medu zadanim veli¢inama
* odrediti linearnu funkciju iz danih podataka
* procijeniti rjeSenje iz grafickog prikaza koriste¢i program dinamicne geometrije
* odrediti vrijednost funkcije za zadani argument
+ interpretirati znacenje koeficijenata linearne funkcije
» predvidjeti izgled grafa funkcije zadane formulom
 rijeSiti zadatak iz svakodnevnog konteksta koriste¢i linearnu funkciju

* vrednovati svoj rad.

Kako to izgleda?

Oblik rada: individualan rad
Svaki u€enik na svom papiru odreduje godiSnji pad broja pusaca.
27% — 18.7% = 8.3%
8.3%:6=1.38%

Broj pusaca godisnje opada za 1.38%.

Napravite model.

Oblik rada: individualni rad

Ucenici samostalno popunjavaju tablicu

x —6 -1 0 1 2 3
f(x) 27 20.1 18.7 17.34 15.96 14.58

2007. godine je zabranjeno pusenje u Londonu, $to je 6 godina ranije u odnosu na nultu 2013. godinu.

Nije realno ocekivati da se broj pusaca nastavi smanjivati istom brzinom i nakon 10, 15 i vise godina
jer nije realno da padne na nulu ili ispod nule.
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Potrazite pomo¢ tehnologije.

Oblik rada: rad u paru
Nastavna pomagala: ra¢unalo za svaki par

Ucenici u programu dinami¢ne geometrije ucrtavaju toc¢ke iz prethodne tablice.

28k
26
24 x=5
22
18
16
14
i (5, 11.8)
10
8
6
4
2
50
-8 -6 -4 7200 2 4 (s )s 10 12 \\16 e

Odreduju pribliznu vrijednost funkcije za x = 5. Za to€an podatak crtaju okomicu na x os kroz to¢ku
(5,0) te pomocu Mjerenja/Koordinate dobivaju vrijednost funkcije, a to je 11.8.

Postotni udio puSaca u 2018.godini iznosi 11.8% .

Kako bi to rijesila teorija?

Iz danih podatakaucenici odreduju linearnu funkciju f (x) = —1.38x+18.7 ,azatim odreduju vrijednost
funkcije zax = 5. Vrijednost funkcije je 11.8, Sto znaci da ¢e 2018. godine u Londonu biti 11.8% pusaca.
Kako je broj stanovnika Londona 8.539 milijuna, tako je broj pusaca 11.8%-8.539 =1.0076 ~1.008
milijuna.
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Mozemo li viSe?

Zadatak 1.

To je konstantna funkcija za x > 0.

285
26
24

22

y=18.7

18

16

14

12

10

-4 -2 0 2 4 ] 8 10 12 14 16 18 20 22

Zadatak 2.

—1.38x+18.7,x <0

To je funkeija f(x) =
0 je funkeija /() J[ 0.5x+18.7, x>0

284

y=0.5x+18.7

0 -
6 -4 -2 02 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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6.2. Cijena 1 dobit

U ovoj ¢e aktivnosti u€enici:
* istraziti vezu medu zadanim veli¢inama
* odrediti linearnu funkciju iz danih podataka
* odrediti kvadratnu funkciju iz danih podataka
+ odrediti rjeSenje iz grafickog prikaza koriste¢i program dinami¢ne geometrije
» odrediti tjeme kvadratne funkcije
* interpretirati znacenje koeficijenata kvadratne funkcije
» predvidjeti izgled grafa funkcije zadane formulom
 rijeSiti zadatak 1z svakodnevnog konteksta koriste¢i kvadratnu funkciju
* vrednovati svoj rad.

Oblik rada: individualan rad

U ¢emu je problem?

Ucenici ¢e izracunati da je dobit redom 240 kn, 300 kn, 280 kn.

Kako to izgleda?
Ucenici ¢e primijetiti da se broj prodanih proizvoda smanjuje za 20 kad se cijena poveca za 2. Zakljucit

¢e da ¢e se broj prodanih proizvoda povecati za 20 kad se cijena smanji za 2. Uz cijenu od 2 kn prodat
¢e se 100 proizvoda i dobit ¢e biti 100 kn.

Napravite model.

Oblik rada: individualni rad

Prodajna cijena HRK (s) Koli¢ina prodanih proizvoda u Dobit (d)
jednom danu (gq)
4 N T 240
5 ¢ W 70 ¢ W 5-70-70=280
6 =77 & 60 — & 300
7 & ~N:7] | =\_19] |7 50-50=300
8 & 40 & 280
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Potrazite pomo¢ tehnologije.

Oblik rada: rad u paru

Nastavna pomagala: ra¢unalo za svaki par

400

s= E 350

d =280 a=-9.93 i p=653
b=128,79 ’

s d c=-11461

4 240 .

5280 fix)=ax*+bx+c

6 300 b

7 300 100

8/280

50
‘ip -5 5 15
-50
-100
c
-15
Lohn L

Ucenici ¢e graficki odrediti pribliznu vrijednost prodajne cijene kojom se postize maksimalna dobit i
vidjeti da je ona oko 6.5 kn.

Kako bi to rijeSila teorija?

Ucenici odreduju funkciju koja opisuje ovisnost koli¢ine prodanih proizvoda o prodajnoj cijeni uz
pretpostavku da je veza linearna. 1z tablice i$¢itavaju tocke (4,80), (5,70) 1 (6,60) i pomocu njih ili ko-
riste¢i podatak da se broj prodanih proizvoda smanjuje za deset kad se cijena poveca za jedan odreduju
funkciju g(s)=—10s+120.

Ucenici koriste podatak da je funkcija ukupne dobiti jednaka ukupnim prihodima umanjenim za troskove
proizvodnje. TroSkovi proizvodnje su 1 kuna po proizvodu, tj. 1- g , dok su ukupni prihodi umnozak prodaj-
ne cijene i koli¢ine prodanih proizvoda, tj. s-¢. Sada je funkcija ukupne dobiti jednaka d (s) =s-qg—1-q.
Uvrstavanjem dobijemo d(s)=s-(—10s+120)—(—10s+120)=—10s> 41305 —120.

Ocigledno, to je kvadratna funkcija.

Nakon toga, u€enici odreduju argument funkcije u kojem se postize maksimalna dobit, tj. odreduju
tjeme grafa funkcije.

2a¢° 4a
Prodajna cijena kojom se postize maksimalna dobit iznosi 6.5 kn.

2
T[— b M] —T(6.5,302.5).
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Mozemo li viSe?

1. Maksimalna vrijednost funkcije je 302.5.
2. Dobit je jednaka nuli za cijene od 1 kune 1 12 kuna.

3. Kvadratna funkcija ne postize minimalnu vrijednost, ali primje¢ujemo da model ima smisla
samo za cijene od 0 kn do 12 kn, jer cijena i broj prodanih primjeraka ne mogu biti negativni.
Uz cijenu do 1 kn posluje se s gubitkom. Uz cijenu od 1 kn dobit je 0 kn. Takoder je dobit 0 kn
uz cijenu od 12 kn.

4. Prodajna cijena mora bit u intervalu (0,6.5).

6.3. Kvadratna funkcija u geometrijskim zadatcima

Za odvijanje aktivnosti predvidena su dva Skolska sata. Pretpostavlja se upotreba racunala 1 programa
dinami¢ne geometrije. Idealni uvjeti pretpostavljaju da svaki ucenik raspolaze svojim racunalom.

Nastavnik treba aktivno pratiti razumiju li u€enici upute te mogu li slijediti nastavne materijale, vode¢i
racuna o vremenu kako bi aktivnost bila zaklju¢ena unutar dva Skolska sata. O¢ekuje se da ¢e u€enici
trebati 1 pomo¢ pri upotrebi tehnologije (konstrukcija geometrijskog problema, mjerenje, tabeliranje,
crtanje tabeliranih tocaka, definiranje k/izaca, crtanje funkcije, trazenje parametara funkcije...).

Nastavnik treba prema potrebi naglasiti cilj aktivnosti (trazenje funkcijske ovisnosti dviju veli¢ina), te
metode koje koristimo u tom zadatku.

Tijekom ove aktivnosti ucenici Ce:

* naslutiti matematicki model kojim ¢e dani problem biti modeliran upotrebom programa dina-
micne geometrije

* rijesiti problem rabe¢i program dinami¢ne geometrije

* rijesiti problem algebarski

* rijesiti problem geometrijski

* interpretirati sva tri rjeSenja, utvrditi eventualne razlike 1 njihov uzrok.

Zadatci u Primijenite nau¢eno mogu biti zadani za domacu zadacu.

U prilogu je materijal u programu dinami¢ne geometrije te geometrijsko rjesSenje problema.
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Geometrijsko rjesenje

A R y B

Zadano je |AB|=6cm,

BC|=2cm. Oznatimo |QR| pomoéu x, a |RB| pomocu y. Tada je

P(AQRB) = % . Zelimo iskazati povrsinu trokuta samo pomoéu nepoznanice x.

Uogimo slicnost trokuta ABC i ARQ. Tada je 2 ; Y _ g = y=6-3x= P(AQRB) = —1.5x" +3x.

Primijenite nauceno.

1. Ucenici problem svode na prethodni. Iz skice mogu uociti da vrijedi P = xy. S druge strane, iz sli¢-

nosti trokuta 4ABC 1 trokuta AEF slijedi Yo % 1z toga slijedi da je povrSina upisanog pravo-
a

,b= |CA|. Tada maksimalna povrSina upisanog pravokutnika

kutnika P:%(b—x)x za a:|BC

. . b P
1zn051P:a—:—A.
2 B
| E
D
y
Cc X F TT T T4

2. Pomoc¢u konstrukcije problema i tabeliranja vrijednosti duljine duzine x = |AM | ucenici ¢e uo-
¢iti da se povrSina smanjuje kako se tocka M priblizava polovistu duZine AB. Nadalje, povr-
Sina Sesterokuta jednaka je zbroju povrSina kvadrata, odnosno pravokutnih trokuta cije dulji-
ne stranica ovise o duljini duzine x = |AM | Iz toga slijedi da je povrSina Sesterokuta jednaka

Prpsep =% +(a— x)2 +x(a—x)=x"—ax+a’. Najmanja se povrsina dobiva za x = % 1jedna-

kaje Pppep = Zaz .
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6.4. Recikliranje

U ovoj ¢e aktivnosti u€enici:
 odrediti pravilo koje povezuje zadane veli¢ine
» predvidjeti izgled grafa funkcije zadane tablicom
» odrediti vrijednost funkcije za zadani argument i obrnuto
* modelirati i rjeSavati problem iz ekologije

» usporediti u¢inkovitost razli¢itih metoda.

Aktivnost je predvidena za dva Skolska sata.

Ucenici ¢e odabrati prikladan koordinatni sustav. Mogu odluciti da listopad 2008. oznace kao 0 ili
1. Mogu odluciti da jedini¢na duzina predstavlja jedan mjesec ili da predstavlja vise mjeseci. Ucenici

¢e ovisno o odabiru koordinatnog sustava i preciznosti pri namjesStanju parametara dobiti koeficijente
eksponencijalne funkcije. Jedno je od mogucih rjesenja:

30

a=1,99108

b=1,05438 fix)=1,99108-1,05438"

m| p 25
0| 2
4125

20
8130 140) = 16,56 veljaca 2012.
14| 3,5
1840 A64)=59,01 veljaca 2014.

f(88) = 210,30 veljaca 2016.

°

P P T S T S S S T S S S T S S S S ST S S U
—+— t =+ttt
-10 10 20 30 40 50 60

-5

Postotak recikliranog otpada u veljaci 2012. dobiva se iz f(40) =1.99108-1.05438" ~16.56, odno-
sno 16.56%.

Kalkulatorom se dobije g(x)=1.88593-1.05496" i g(40)~16.03.
Npr. https://themaltingpot.files.wordpress.com/2015/05/eea-soer-2015-recycling.jpg
Pretpostavimo da je prosjek 30%. Koristimo funkciju f-

1.99108-1.05438" =30
1.05438" =15.06719971
X =108, ys3 15.06719971 = 51.225
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Hrvatska je dosegla 30% recikliranog materijala tijekom sijec¢nja 2013. godine. Kalkulatorom se do-
bijex = 51.71.

Prema ovom modelu Hrvatska bi dosegla 100% recikliranog materijala tijekom prosinca 2014., no to
se ne moze realno ocekivati. U veljaci 2016. po modelu se dobiva 210.3 % S$to je nemoguce. Zakljucu-
jemo da model nije dobar za kasnije mjesece i godine (eksponencijalna funkcija brzo raste).

Trazimo logisticku funkciju na primjer u obliku g (X) = —- . Maksimalna vrijednost je 100 pa

1+ Ae
je C=100, g (0) = H-% = A =49, B se moze dobiti ako znamo kad ¢e se posti¢i vrijednost % jerje
toCka infleksije grafa logisticke funkcije tocka [ln?A’%] . No, budu¢i da nemamo taj podatak, namje-
100

Stanjem se moze odrediti B = 0.0562, pa je g(x)= 14 490 005 -
e

120+

110: 100
100 g(x)= 1449 ¢0.05620x

90+
25| el f40)=16,56 veljata2012. g(40)=16,19
30 | L0 f64)=59,01 veljada2014. g(64)=42,68
i,g o  f(88)=210,30 veljaca 2016. g(88)=74,15
22 65| so-
28/ 9,0
3210,5
36(13,5]  ¥7

20+

N

S Erg - AN RN

40+

an

pa je po logistickom modelu u veljaci 2012. godine 16.2% recikliranog otpada, u veljaci 2014. godine
42.7%, a u veljaci 2016. godine jest 74.2% recikliranog otpada.

Logisticka se funkcija moze pronaci i pomocu grafickog kalkulatora. Zbog malog broja podataka po-
trebno je dodati jo$ vrijednosti.
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Figure 2: Municipal waste recycling in 35 European countries (2004 and 2012}
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Primijenite nauceno.

Primjer eksponencijalne funkcije koja opisuje kretanje koliCine elektronickog otpada u elektronickoj
industriji:

f(x)=1.9657-1.1095" .

Po ovome ¢e modelu 2020. godine biti 115000 kg elektronickog otpada.

Koli¢ina otpada u odnosu na 2015. godinu ¢e se udvostruciti za 6 i pol godina od 2015., odnosno tije-
kom 2022. godine.
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6.5. Mjesecev sjetveni kalendar

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
* procijeniti rjeSenja analizirajué¢i zadane veli¢ine
* istraziti vezu medu zadanim veli¢inama pomocu programa dinami¢ne geometrije

* odrediti formulu koja povezuje zadane veli¢ine pomocu programa dinamicne geometrije i ra-
cunski

» priblizno odrediti ekstremne vrijednosti iz grafickog prikaza rabe¢i program dinami¢ne geome-
trije
* racunati ekstremne vrijednosti

* interpretirati matemati¢ki model.

Napravite model.

Oblik rada: rad u skupini

Crtajuci tocke u koordinatnom sustavu, ucenici otkrivaju da je funkcija koja prikazuje vidljivi dio

Mjeseca u ovisnosti o danu u godini sinusoida f (x)= Asin(Bx+C)+D .

Potrazite pomoc¢ tehnologije.

Oblik rada: individualni

Nastavna pomagala: raCunalo za svakog ucenika

th = 66,00 |t/ vidljivi dio mjeseca
£ = 0,09

1.8+

I3t th
1,00 0,57 Il
6,00 0,14 14t
11,00 0,03 I
16,00 0,50 I
21,00 0,92 10
26,00 0,94 T
31,00 0,56 ]
36,00 0,12 061 5
41,00 0,05 I
46,00 0,50
51,00 0,95 %21 o
4—#569000393111‘1111”‘111‘1111‘?111‘1111‘1111‘1111‘1111‘1111‘.1111‘1111‘1111}1111}1111}‘111
61,00 0,50 10 20 30 40 50 60 t, / dani
66,00/0,09

1.6+

1.2+

0,8+
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t = 66,00 | t2/ vidljivi dio mjeseca
fr= 0,09 | Model funkcije Vidljivi dio Mjeseca

1,8+ _
" 5 1 A=0,50
1,00 0,57 B
6,00 0,14 14t C=2,799
D

fx)=A4-sin(Bx+C)+D

11,00/0,03
16,00 0,50
21,000,92
26,00 0,94
31,00 0,56
36,00/ 0,12
41,00 0,05
46,00 0,50
51,00/0,95 1
56,00 0,93 o e T B B I A
61,00 0,50 1 * 1/ dani
66,00|0,09

IN

t, / vidljivi dio mjeseca
Model funkcije Vidljivi dio Mjeseca

1.8

1,6

fix)y=A-sin(Bx+ C)+ D

% + f + 210 + } + 4‘0 + } + 610 + t + 810 + } + 1(})0 + } + 1120 + } + 1‘111412 } + 1é0 + t]}/d}‘aﬂjf()

Iz grafa vidimo da sjetva moZze poceti 142. dan 1 trajati do 149. dana, tj. od 21. do 28. svibnja.

Kako bi to rijeSila teorija?

Oblik rada: rad u skupinama

1. Funkcija koja prikazuje vidljivi dio Mjeseca u ovisnosti o danu u godini oblika je
f(x):Asin(Bx+C)+D,

Treba odrediti parametre.

|A|:ﬂ:0.5,D:—:0.5.
2
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2w
29.53
Dana 16. sije¢nja vidljivost je Mjeseca 0.5 1 nakon toga raste, za fazni pomak uzimamo 16, a 4 je

Period je funkcije 29.53 dana B =

pozitivan.

2T
Dobivamo: f ()= 0.5si {—16)+0.5.
obivamo: f'(¢) sin 53( )+

2. Ako ciklu treba sijati u svibnju, tada je 122 <¢ <152.
Ciklu treba sijati u tjednu nakon punog Mjeseca. Neka je ¢, broj u kojem funkcija postize maksi-
mum. Tada ciklu treba sijati u intervalu [tl 4+ 7] .

Rjesavamo jednadZbu: 0.5sin 27
29.53

(t—16)+0.5=1 uz uvjet 122 < <152.

Dobivamo 7, = 142, odnosno cikla se sije od 21. svibnja do 28. svibnja.

Mozemo li viSe?

Oblik rada: rad u skupinama

RjeSavamo jednadzbu: 0.5sin 27
29.53

(t—16)+0.5=0 uzuvjet 92 <¢ <121.

Od 6. travnja do 13. travnja treba sijati Spinat.

Primijenite nauceno.

Oblik rada: rad u skupinama

Zadatak 1.

10.8sin 2T (v
1. f(x)—10.851n365(x 89)+10.8
2. f(118)— f(51)=11.7°C

3. Od 1. sije¢nja do 6. travnja i od 23. rujna do 31. prosinca.

Zadatak 2.

1. f(x):4505in[§x—§]+1750
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2200 y

;t,:;:. _—
0

1 X4 4 6 8 10 Xy 12

Krajem veljace i pocetkom studenog.

6.6. Ferrisov kotac

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
* procijeniti rjeSenje postavljena problema
» prepoznati funkciju koja modelira danu situaciju
* primijeniti trigonometrijske omjere u pravokutnom trokutu
* primijeniti formule redukcije
* rijesSiti trigonometrijsku jednadzbu
 otkriti proporcionalne veli¢ine
 skicirati graf promatrane funkcije uz pomo¢ tehnologije i bez tehnologije
* prepoznati grafove trigonometrijskih funkcija

* rijesiti jednostavnu trigonometrijsku nejednadzbu.

Ova aktivnost predvidena je za 4 Skolska sata.

Mozete li pretpostaviti?

Na osnovu podataka iz tablice ucenici ¢e zakljuciti da ¢e Ana iznad 100 metara visine biti viSe od deset
minuta.
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Izradite model.

Ucenici ¢e promatrajuci podatke zakljuciti da veli¢ine nisu proporcionalne i da ovisnost nije linearna.
Ucrtat ¢e tocke u koordinatni sustav 1 pretpostaviti da je rije¢ o funkciji sinus ili kosinus.

Potrazite pomoc¢ tehnologije.

Ucenici ¢e u programu dinami¢ne geometrije graficki rijesiti zadatak. Odredit ¢e priblizne vrijednosti
koeficijenata i interval u kojem su vrijednosti funkcije iznad 100.

t h 220: -956
0,00 | 15,00 200: A= —60,10 X1 =,
500 4500 | + D=75]11 x2 = 20,50
10,00 105,00 T B=021
15,00 135,00 180 g0y fcos(Box) + D X2 —x1=10,94
20,00 105,00 | 140,
25,00 4500 |
120+
30,00] 15,00 | 1

Q= = — ——

Fe——m——-

25 30

|
o
5]
o
=
—_
=)
N
o
N}

-600 4

Kako bi to rijeSila teorija?

Oblik rada: rad u skupini; gostiona. U€enici najprije rade u Cetiri ekspertne skupine. Zatim idu u goste
i rjeSavaju zajednicke zadatke.

RjeSenja:

Prva skupina:

Vrijedi:|PB| =|04|—|0C| = |04|—|OP|cos o = 75— 60cos cx -

Kut « je u intervalu <O,§> . Nakon pet minuta voznje putnik je na visini od 45 m.
m

75—6OCosa:45:>a:§.

) . . v . . T
Kut « za poloZzaj putnika nakon 5 minuta voznje je 3

167



PRIRUCNIK ZA NASTAVNIKE

Druga skupina:
Vrijedi: |PB| =|04|+|0C| =|04| +|OP|cos(m —a)=75—60cos -

7r
Kut « je u intervalu <5 T > . Nakon deset minuta voznje putnik je na visini od 105 m.

75—6Ocosa:105:>a:2?7r.

. : . .2
Kut « za polozaj putnika nakon 10 minuta voznje je ?W .

Treca skupina:

Vrijedi: | PB|=|04|+|0C|=|0A4|+|OP|cos (o — ) = 75— 60cos -

Kut « je u intervalu <7r, 3?”> . Nakon dvadeset minuta voznje putnik je na visini od 105 m.

75—6Ocos&:105:>a:4?7r.

. : . .. 4
Kut « za polozaj putnika nakon 20 minuta voznje je ?ﬂ .

Cetvrta skupina:
Vrijedi: |PB|=|04|—|0C|=|04|—|OP|cos (27 — o) = 75— 60cos ..

3w
Kut « je u intervalu <7 ) 27T> . Nakon dvadeset i pet minuta voznje putnik je na visini od 45 m.

75—6Ocosa:45:>a:5?7r.

. . . . .5
Kut a za poloZzaj putnika nakon 25 minuta voZnje je ?ﬂ
Idemo u goste:

Ucenici ¢e usporediti formule za visinu koje su dobili u ekspertnim skupinama i primijetiti da su svi
dobili istu formulu.

Koristeci se rezultatima iz ekspertnih skupina popunit ¢e tablicu:

t 5 10 15 20 25 30
2m 37 47 St 6m
a — — T=— — — 2r = —
3 3 3 3 3 3

Primijetit ¢e da su kut i vrijeme proporcionalne veli¢ine.

Koliko se puta poveca vrijeme, toliko se puta poveca kut.
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Koliko se puta smanji vrijeme, toliko se puta smanji kut.

Na osnovu tog zakljucka popunit ¢e tablicu:

t 30 1 2 7 18 t
2r T 2m T 187 tT
Qa 2 —=— — — — —
30 15 15 15 15 15

h(t)=75—60cosa=75— 60cos[%t] .
Rjesenje koje su ucenici dobili primjenom tehnologije je priblizno, ali se do njega brze dolazi.

Sada rjeSavamo nejednadzbu:

75—60cos[1z]2100
15

—60cos[1t]225

15

CcoS it < —i
15 12

t €[t t,], 1, ~9.552,1, ~ 20.448

Dakle, Ana ¢e biti iznad 100 metara malo manje od 11 minuta.

Mozemo 1i vise?

* Mozemo pomocu funkcije sinus: h(7)= 75+ 60sin %t — g] .
» Tablica:
Vrijeme ¢ u minutama 0 5 10 15 20 25 30

isi tnik.
Visina putnika u odnosu na 0 30 90 120 | 90 30 0

najnizu to¢ku u metrima

Na isti nacin kao u prethodnim zadacima mozemo odrediti trigonometrijsku funkciju:

H(r):60—60cos[1z].
15

Primijenite nauceno.
Zadatak 1.
Rjesenje:

Napomena: Na temelju ovog zadatka mogu se napraviti kartice kako bi rjeSenje bilo preglednije.
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Takoder, tre¢i kota¢ mozZemo opisati funkcijom takvom da se za ¢ = 0 kapsula nalazi na najviSoj mo-
gucoj visini, a ne na najnizoj.

Opis Funkcija Graf

Promjer: 40 m

Visina sredista kotaca: 30 m E 3

Broj okretaja u minuti: 2.5

Promjer: 40 m
Visina sredista kotaca: 40 m H 7

Broj okretaja u minuti: 2.5

Promjer: 30 m
Visina sredista kotaca: 40 m B,F 1 5,6

Broj okretaja u minuti: 2.5

Promjer: 40 m
Visina sredista kotaca: 30 m D, G 1

Broj okretaja u minuti: 3

Promjer: 30 m
Visina srediSta kotaca: 40 m A 4

Broj okretaja u minuti: 3

Promjer: 30 m

Visina sredista kotaca: 30 m C 2

Broj okretaja u minuti: 3

Zadatak 2.
C 27
Rjesenje: h(t) = 12—10cos[gt].

Zadatak 3.

Rjesenje: Puni krug napravi za 40 sekundi. Najvisa tocka kotaca je 66 metara, a najniza je 6 metara,
tj. promjer kotaca je 60 metara.
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6.7. Problem dviju jahti

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
* procijeniti rjeSenja analizirajué¢i zadane veli¢ine
* istraziti vezu medu zadanim veli¢inama pomocu programa dinami¢ne geometrije
* odrediti udaljenost tocaka

* odrediti formulu koja povezuje vrijeme 1 udaljenost pomocu programa dinami¢ne geometrije i
racunski

» priblizno odrediti ekstremne vrijednosti iz grafi¢kog prikaza rabeci program dinami¢ne geome-
trije

* racunati ekstremne vrijednosti

* interpretirati matematicki model.

Kako to izgleda.

Oblik rada: rad u skupini

Nastavna pomagala: papir, pribadace, ravnalo.

Napravite model.

Ucenici postavljaju pribadace na pozicije jahti, mjere njihove udaljenosti, raunaju i popunjavaju ta-

blicu.
f;;lcua nakon ¢ 0 1 ) 3 4 5
Jahta 4 (-10, 4) (-8, 3) (-6, 2) -4, 1) (-2,0) (0,-1)
Jahta B (3,-13) (2,-10) (1,-7) (0,—4) -1,-1) | (-2,2)
Udaljenost 41 B 21.4 16.4 11.4 6.4 1.4 3.6

Ucenici otkrivaju da se udaljenost izmedu jahti smanjuje do nekog vremena (negdje izmedu Cetvrtog 1
petog sata), a onda pocinje rasti.

Potrazite pomoc¢ tehnologije.

Oblik rada: individualni

Nastavna pomagala: raCunalo za svakog ucenika
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t=5
X, = 0,00
y3=—1.00 d=361
Xp =—2,00 -
¥o=200 | m =21,40 |
|AnimateParameter‘ [ L L PO ENL R AR A L LA
t d
021,40
116,40
2 11,40
3 6,40
411,41
5] 3,61

Upute za rad:
Broj/Novi parametar, t =0

Broj/ Racunalo, —10 + 2¢, pa opet za 4 — ¢.

—

Oznacite dobivena mjerenja s x_, odnosno s y_, te isto napravite i za x, =3—¢, y, =—13+3¢.
Oznacite x_, y,, a zatim Graf/Nacrtajte kao (x,y). Isto tako oznacite x, , y, 1 nacrtajte.

Nacrtajte vektore brzina iz ishodista. Oznacite prvo vektor brzine jahte 4, odite na Transformacije/
Oznacite vektor. Kliknite na tocku 4 1 Transformacije/Translatirajte. Analogno za tocku B.

Kliknite na parametar # desnim klikom i1 odaberite Svojstva/Parametar 1 podesite animaciju: s 1,0 jedi-
nice po 2 sekunde. Domena je od 0 do 10.

Ponovno kliknite na parametar ¢ 1 idite na Uredivanje/Akcijski gumbi, te odaberite Animacija, Poveca-
nje, Samo jednom, Diskretno.

Kako bi to rijeSila teorija?

Oblik rada: rad u skupinama

1. A(-10+2t4 — ), B(3 — t,~ 13 + 31).

2. JednadZzba pravca odredenog tockom A(— 10,4) i vektorom smjera 2;—} je y=—0.5x—1. Jed-

—

nadzba pravca odredenog tockom B(3,— 13) i vektorom smjera — i+3} je y=—3x—4. Tocka
S(-1.2, — 0.4) upravo je sjeciSte tih pravaca. Jahte ¢e se sudariti ako ¢e u isto vrijeme biti u tocki
S. Jahta A4 ¢e biti u tocki S za 4 sata i 24 minute (z = 4.4), a jahta B za 4 sata i 12 minuta (¢ = 4.2).
Zaklju¢ujemo da nema sudara.

172



Modeliranje

3. d(t) =257 — 2141 + 458

4. Odredujemo kada funkcija f(f) = 25t — 214t + 458 postize minimum. ¢, = % =4.28.

Dakle, najmanja je udaljenost za 4 sata i 17 minuta i tada je udaljenost Andrijine 1 Barbarine jahte
0.2 km.

Mozemo li vise?

U programu dinami¢ne geometrije ucenici mijenjaju pocetne pozicije Andrijine odnosno Barbarine
jahte ili vektore 1 pokuSavaju da se dogodi sudar. Nakon toga trebaju i racunski rijesiti problem. Zada-
tak ima viSe rjeSenja, ovisno $to se mijenja.

Ako se mijenja pocetna pozicija tocke B, jedno je od rjeSenja B(2, — 12) (mjesto sudara ¢e se promije-
niti u S(-2, 0) 1 vrijeme za 4 sata).

Moguce je i rjeSenje B(3.2, — 13.6) (tada mjesto sudara ostaje S(— 1.2, — 0.4), a vrijeme je 4 sata i 24
minute).

Primijenite nauceno.

Oblik rada: rad u skupinama
1. |04|=400, A4(400,0).
2. |AB|=600.

3. a=161537".

AB|=600 = AB =576 i+168 j

4. OB=OA+ AB, OA=4001, AHB:k[24;+7}],
— OB=976i+168 .

5. d=67.85

B (976,168)

a4\ /q
0 A (400,0) X

\ 4
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7. Statistika i vjerojatnost
7.1. Pascalov trokut modulo »

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
» otkriti neka svojstva Pascalova trokuta
* istraziti pravilnosti modularne aritmetike koriste¢i program za izradu proracunskih tablica.

Oblik rada: rad u skupini

Kako to izgleda?

Ucenici su podijeljeni u tri skupine. Svi ucenici trebaju u programu za izradu proracunskih tablica
izraditi Pascalov trokut (prva 23 retka), te nakon toga promatrati ostatke dobivenih brojeva s brojem
koji ovisi o njihovoj skupini: jedna skupina dijeli s 2, druga s 3, a treca s 5. Kasnije u€enici prepisuju
dobivene ostatke iz programa u obrazac, te boje ¢elije u njemu tako da razli¢iti brojevi dobivaju razli-
Cite boje (prvoj grupi trebaju dvije boje, drugoj tri, a tre€oj pet boja).

Potrazite pomoc¢ tehnologije.

Ucenici u proracunskim tablicama kreiraju prora¢unsku knjigu s dvije tablice. Prema uputama iz vjez-
benice prvu tablicu popunjavaju brojevima iz Pascalova trokuta, a drugu tablicu ostatcima tih brojeva
modulo 2, 3 ili 5 (ovisno o tome kojoj skupini pripadaju). Za racunanje ostataka moze se koristiti

funkcija MOD.

=] -
=l

Aligament

Swrsp et

@-u o |

1 Merge & erter -

2
56 28
126 @ 3 9
252 210 120 45 1
462 462 330 165 11 1
792 94 792 495 66 12 1
1287 1716 1716 1287 2% 78 13 1
2002 3003 2432 3002 001 34 91 14 1
3003 5005 6435 6435 2003 1365 455 105 15 1
2368 8008 11440 12870 008 4368 1820 560 120 16 1
6188 12376 19448 24310 24310 19448 12376 6188 2380 680 136 17
9568 18564 31824 43758 48620 43758 21824 18564 @568 3060 816 153 i1 010000000000000101
11628 27132 50383 75582 92378 92378 75582 50388 27132 11628 3876 969 Pl 1 1110000000000001111
15504 38760 77520 125970 167960 184756 167960 125070 77520 38760 15504 4845 N1 00010000000000010001
20349 54264 116280 203490 293930 352716 252716 293930 203490 116280 54264 20349 PPN 1 100110000000000110011
26334 74613 170544 319770 497420 646646 705432 646646 497420 319770 170544 74613 PEN10101010000000001010101

| W od 2. _Mod 3. _ed 5.

Reat)

Erstart| | pascdovrokut | @ Materili- miacaci.. | (W]Pascalov trokutdo.. (W] rupnirad svojstv... [[&] Microsoft Excel -.. PR mxm Erstart| | Pascdov okt | (§ Matersali- miacacl... | [W]Pascaloy rokut:
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Za ostatke pri dijeljenju s 2, zapravo gledamo parne 1 neparne broje-
ve. Kako je zbroj parnih brojeva ponovo parni, svaki dulji niz parnih
brojeva u sljede¢em redu ¢e generirati malo kraci niz takoder parnih
brojeva - tako dobivamo ,,obrnute* jednobojne trokute. Medu nepar-
nim brojevima (u preostalim trima trokutima) uocavamo isti obrazac,
odnosno neparni brojevi ¢ine trokut Sierpinskog.

Ako gledamo ostatke pri dijeljenju s 3, uoavamo isti fenomen §to se
ti¢e brojeva djeljivih s 3: zbroj takvih ponovno je takav, pa imamo
obrnute jednobojne trokute. Jedina je razlika Sto se brojevi koji nisu
djeljivi s 3 dijele u dvije skupine, pa umjesto podjele stranice na pola
za ,,prethodnu razinu* trokuta, dijelimo stranicu na tre¢ine.

U osnovi ista pojava postoji i kod ostataka pri dijeljenju s 5, samo su
23 retka nedovoljna da se uoce dvije razine (jer je ve¢ 5= 25 vecée od
23). Ipak, uo¢avamo prvu razinu, gdje se nalaze obrnuti jednobojni
trokuti stranice 4. Medu njima se nalaze obrasci u obliku ,,obrnutog
V* koje smo uocili i u prethodnom trokutu, samo su ovdje veéi i ra-
znobojni.

7.2. Istaknute linije Pascalova trokuta

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:

* uociti razne numericke pravilnosti koje vrijede za brojeve na nekim istaknutim linijama Pasca-
lova trokuta

» formulirati hipoteze na temelju uocenih fenomena i kreirati ideje za njihovo dokazivanje.

Oblik rada: rad u skupini
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Kako bi to rijesila teorija?

Iz na¢ina na koji je zadan Pascalov trokut za-
kljucujemo da u n-tom retku 1 A-tom stupcu stoji

broi |
oj |,

jete 1 istu rekurziju). No, tada je zbroj n-tog retka

] (brojevi zadovoljavaju iste pocetne uv-

ZZ_O[Z]'lk 1% =1+1)"=2" po binomnom po-

ucku.

Konkatenacija znamenaka u dekadskom sustavu iska-
zuje se kao zbroj potencija od 10 s padaju¢im ekspo-
nentima (primjerice, 256 =2-10>+5-10' +6-10°).
To znaci da opet mozemo primijeniti binomni poucak:

n n
Zk_o[k]'lonk =(10+1)"=11". Prijenosi samo

znacCe da ¢e viSeznamenkasti broj pridonijeti ne samo

= 14641 = 11*
—= 161051 = 11°
,,Sv0joj* dekadskoj jedinici, nego i nekima iznad nje:

recimo, 3-10* +26-10° = (3+2)-10* +6-10°.

Iz formule za binomne koeficijente pomocu faktorijela do-
no| (n| n(n—l)(n—Z)---(n—k—l—l)

n—k _[k]_ k(k—1)(k—2)---2-1

ga slijedi da su brojevi na posljednjoj dijagonali [n] =1,

.1z to-

bivamo [

na pretposljednjoj [ l]szn, a na dijagonali prije
n_

n(zzl) = (n _1)<Z_1+1) , Sto je upravo zbroj prvih n — 1

prirodnih brojeva.

n
U retku ¢iji drugi ¢lan [1] =n je prost broj, iz upravo izvedene formule slijedi da ¢emo u brojniku

imati faktor n. Za 0 < k < n taj faktor se ne¢e moci skratiti, jer su svi netrivijalni faktori nazivnika iz-
medu 2 i k, a n je s njima relativno prosti. S obzirom na to da je binomni koeficijent nuzno cijeli broj,
zakljucujemo da se svi faktori nazivnika moraju kratiti nekim preostalim faktorima u brojniku, te
konacan rezultat mora biti djeljiv s n.
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Mozemo li viSe?

Zamislimo Pascalov trokut okruzen nulama: tada je
svaka jedinica sa strane, osim ove na samom vrhu,
takoder zbroj dva broja iznad nje (0 + 1 na lijevoj
strani, 1 + 0 na desnoj). U takvom okruzenju, ,,nul-
ta® suma iznosi 0 (jer uopée nismo zahvatili uzi
Pascalov trokut), dok prva iznosi 1 (to je upravo
ova jedinica na vrhu). U svakoj sljede¢oj sumi, sva-
ki ¢lan jednak je zbroju po jednog ¢lana iz prethod-

ne i po jednog iz prethodne sume (recimo,

1+6+5+1=(1+0)+B3+3)+(1+4)+O+1)=(1+3+1)+(3+4+1)),dakle pregrupiranjem
pribrojnika dobivamo da je svaka sljede¢a suma zbroj prethodnih dviju, odnosno sume su Fibonacci-
jevi brojevi.

7.3. Analiza 1 prikaz podataka na TI84

U ovoj aktivnosti ¢emo analizirati i prikazivati podatke pomocu grafickog kalkulatora TI84. Prije rada
treba ponoviti/upoznati statisticke pojmove: srednje vrijednosti, mjere rasprSenja.

U ovoj ¢e aktivnosti u€enici:
e racunati aritmeticku sredinu, medijan, donji kvartil i gornji kvartil
e prikazati podatke graficki pomocu histograma 1 brkate kutije
e usporediti srednje vrijednosti i rasprSenost podataka

e donijeti zakljucke na temelju analize podataka.

U ¢emu je problem?

Kako usporediti rezultate testa ucenika 3.a i 3.b razreda i odrediti koji je razred uspjesniji?

Kako to izgleda?

Ucenici ¢e podatke upisati u graficki kalkulator.
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Mozete li pretpostaviti?

Ocekuje se da ucenici procjenom dolaze do razli¢itih zaklju¢aka. Nakon sortiranja mogu ocitati da je
medijan 3.a razreda jednak 70, a medijan 3.b razreda jednak je 84. Oba skupa podataka su pomaknuti
udesno. Takoder ucenici mogu odmah primijetiti da u 3.b razredu ima 6 ucenika vise nego u 3.a.

Napravite model.

Razumno je za veli¢inu prozora odabrati 25 do 105, bududi je raspon podataka u 3.a razredu od 45 do
100, a raspon podataka u 3.b razredu je od 28 do 100.

Ucenike treba poticati da biraju razli¢ite Sirine razreda, 5, 10 i slicno. U 3.a razredu ima 7 ucenika s
bodovima izmedu 70 1 79, a u 3.b razredu je takvih 6 uc¢enika.

Potrazite pomoc¢ tehnologije.

Oblik rada: Individualno
U datotekama L1.8xI 1 L2.8xI su upisane liste L1 1 L2.

Fi:L1 — Fe:ls —
i .

mMin=En Fian=7"n0

max<an n=k mdx< a0 n=h

1. Tesko je usporedivati podatke ako su Sirine razreda razli¢ite. Razlicite frekvencije bi bile posljedica
Sirine razreda a ne stvarnih podataka.

2. Oba razreda imaju rezultate pomaknute udesno. To znaci da ima vise ucenika s boljim rezultatima.
Rezultati 3.a razreda su rasprseniji, raspon bodova je vec¢i nego kod 3.b razreda.

3. Gledajuéi pojedinacne histograme moze se procijeniti da je aritmeticka sredina rezultata 3.a razre-
da izmedu 60 i1 69, a aritmeticka sredina rezultata 3.b razreda izmedu 80 1 89. Medijani oba razreda
su veci od aritmeticke sredine zbog toga Sto su rezultati pomaknuti udesno.

4. Ocitavanjem podataka dolazimo do pravih, izra¢unatih vrijednosti. Aritmeticka sredina rezultata
3.a razreda iznosi 68.04, a medijan je 70. AritmetiCka sredina rezultata 3.b razreda iznosi 80.74, a
medijan je 84.
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TJx=17.7o4354 24 [lz=22 Jx=15. 77455636
J=25 .maxH 166 Jn=31
1-War Zkats]

Th=231

mins=25

L=z

Mad=54

Llz=295
.maxH 18[

5. Ako Sirinu stupca pove¢amo smanjit ¢e se frekvencija u tom razredu 1 obrnuto.

Usporedivanje podataka pomocu brkate kutije

F1i:L1 : F L2

L] # L] #
o = o :+: -

Qi=E1 H<d=BY

Kako bi to rijesila teorija?

1. Interkvartilni raspon (IQR) za 3.a razred iznosi 31, a za 3.b razred 23.

2. lIzdvojena ,tockica* je podatak koji se bitno razlikuje od ostalih podataka.

3. Racunamo za 3.b razred Q1—1.5-IQR =72 —1.5-23=37.5. Rezultat 28 je manji od dobivenoga
broja te se naziva ekstremna vrijednost (outlier).

Isti racun za 3.a razred Q1 —1.5-IQR =51—1.5-31=4.5. Nema rezultata koji je manji od dobive-

nog broja S$to znaci da u 3.a nema ekstremnih vrijednosti.

4. 25% rezultata u 3.a razredu su vec¢i od 82, a u 3.b razredu su veci od 95.

Iz oblika brkatih kutija zaklju¢ujemo da su rezultati u¢enika 3.a razreda rasprseniji, dok se rezultati

ucenika 3.b razreda manje medusobno razlikuju, osim ekstremne vrijednosti.

5. Mozemo zakljuciti da su ucenici 3.b razreda postigli bolji rezultat, pouzdaniji su.
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7.4. Vjerojatnost — domino lanac

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:

» racunati vjerojatnosti jednostavnih dogadaja.

Rjesenja:

3,6,5,7,1,10,2,4,9,8

7.5. Pravedna igra

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
e procijeniti koji je od zadanih dogadaja vjerojatniji
e odrediti frekvencije 1 relativne frekvencije izvodec¢i pokus
e odrediti relativne frekvencije za velik broj ponavljanja pokusa uz pomo¢ tehnologije
e racCunati metodom tablice vjerojatnost zadanih dogadaja
e povezati relativne frekvencije 1 vjerojatnost
e osmisliti pokus za zadanu tablicu relativnih frekvencija
e Kkreirati pravednu igru

e vrednovati svoj rad.

Kako to izgleda?
Prva igra:
Prva igra Druga igra
Vlatko 5 6
Maja 7 5
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Mozete li pretpostaviti?

Ucenici ¢e uociti da se zbroj 5 moze dobiti kao 2 + 31 1 + 4, a zbroj 7 samo kao 3 + 4. Stoga ¢e za-
kljuciti da u prvoj igri Vlatko ima vece Sanse za pobjedu. U drugoj igri se zbroj 6 moze dobiti kao
2+ 413+ 3 pa ¢e mozda pretpostaviti da oba igraca imaju jednake Sanse za pobjedu. Ovaj je zaklju-
cak pogresan, $to ¢e se pokazati u nastavku aktivnosti. Mozda ¢e neki u€enici osjetiti da se zbroj 3 + 3
dobiva jednakim pribrojnicima, a zbroj 2 + 3 razlicitim te da Sanse nisu jednake.

Napravite model.

Oblik rada: rad u paru
Nastavna pomagala: spiner za svaki par ucenika

Ucenici okrecu spiner, odreduju frekvenciju, ratunaju relativnu frekvenciju i popunjavaju tablicu. Re-
lativne frekvencije ¢e se razlikovati, ali vjerojatno ¢e na nivou razreda najveca relativna frekvencija
biti za zbroj 5, zatim za zbroj 6 1 najmanja za zbroj 7.

Potrazite pomo¢ tehnologije.

Uz pomoc¢ tehnologije ucenici mogu zavrtjeti spiner velik broj puta. Na primjer mogu koristiti stranicu
http://nrich.maths.org/6033 Druga je moguc¢nost modeliranje pokusa u proracunskim tablicama. Pri-
mjer tablice 1 grafa relativnih frekvencija

Zbroj Frekvencije Relativne frekvencije
2 101 0,0618
3 184 0,1125
4 304 0,1859
5 417 0,2550
6 335 0,2049
7 189 0,1156
8 105 0,0642

Zbroj

0.3000
0.2500
0.2000
0.1500- relativna
0.1000 frekvencija
0.0500
0.0000

2 3 4 5 6 7 8

Ucenici zakljucuju da se zbroj 5 javlja ¢eS¢e nego zbroj 6. Maja je bila u pravu kad se nije slozila s
prijedlogom. Vlatko nije bio u pravu kad se slozio.
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Kako bi to rijesila teorija?

Ucenici ¢e popuniti tablicu

Broj na drugom spineru

1 2 3 4

1 2 3 4 5

Broj na 2 3 4 5 6
prvom

. 3 4 5 6 7
spineru

4 5 6 7 8

Zbroj 5 se u tablici pojavio 4 puta, a ukupni broj je 16. Vjerojatnost da zbroj bude 5 jest I3 =0.25

Vjerojatnost da zbroj bude 6 jest % =0.1875,adabude 7 je % =0.125. Primje¢ujemo da su relativ-

ne frekvencije za veliki broj ponavljanja pokusa priblizno jednake vjerojatnosti. Treba komentirati da
postoji mogucnost da se relativne frekvencije 1 vjerojatnosti znatnije razlikuju, ali da to nije vjerojatno.
Obije su igre nepravedne.

MozZemo li vise?
1. a. oba spinera imaju 5 medusobno jednakih polja s brojevima 1 — 5, raCunamo zbroj dobivenih

brojeva

b. jedan spiner ima 3 medusobno jednaka polja s brojevima 1 — 3, drugi ima 5 medusobno jedna-
kih polja s brojevima 1 — 5, ra¢unamo zbroj dobivenih brojeva

c. oba spinera imaju 4 medusobno jednaka polja s brojevima 1 —4, ra¢unamo apsolutnu vrijednost
razlike dobivenih brojeva

2. a. Popunjavamo tablicu

Boja na drugom spineru
Lj Lj Lj P

P poraz poraz poraz pobjeda
Bojana .

P poraz poraz poraz pobjeda
prvom . biod
rofian poraz poraz poraz pobjeda

Lj pobjeda pobjeda pobjeda poraz

Vjerojatnost pobjede jest % =0.375, vjerojatnost poraza jest % =0.625, igra nije pravedna.
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Boja na drugom spineru

Lj P Lj P
P poraz pobjeda poraz pobjeda
P poraz pobjeda poraz pobjeda
Boja na P poraz pobjeda poraz pobjeda
PVOm Lj bjed bjed
rsfieEn J pobjeda poraz pobjeda poraz
P poraz pobjeda poraz pobjeda
Lj pobjeda poraz pobjeda poraz

Poraz i pobjeda jednako su vjerojatni, igra je pravedna.

Spiner s Cetirima poljima
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7.6. Problem rodendana

Sto ¢emo raditi?

U ovoj ¢emo aktivnosti s u¢enicima istraziti i analizirati Problem rodendana kao primjer dogadaja ¢ija
je vjerojatnost obi¢no neocekivana, suprotna nasoj intuiciji ili predvidanjima. Ucenici ¢e raCunati i
vjerojatnost ,,a posteriori“1i ,,a priori.

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
e procijeniti vjerojatnost dogadaja
e koristiti metodu simulacije za generiranje podataka
e istraziti vjerojatnost dogadaja uz pomo¢ grafickog kalkulatora
e primijeniti osnovne principe racunanja vjerojatnosti
e generalizirati uocene pravilnosti koriste¢i matemati¢ku formulu i graficki prikaz

e interpretirati dobivene rezultate.

MoZete li pretpostaviti?

Oblik rada: rad u skupini

Ucenici ¢e unutar skupine raspravljati o postavljenom problemu, pokusati procijeniti je li isplativo
kladiti se da ¢e se u razredu od 28 ucenika rodendani bar dvaju ucenika podudarati, odnosno je li
vjerojatnost podudaranja veca od 0.5? Ako se podudaranje i1 pojavilo unutar razreda, vjerojatno nece
procijeniti da je vjerojatnost podudaranja visoka bez obzira radi li se o 23, 28 ili 45 ucenika.

Potrazite pomoc¢ tehnologije.

Oblik rada: individualni ili rad u paru (ovisno o koli¢ini grafickih kalkulatora)

Nakon §to su procijenili trazenu vjerojatnost, ucenici ¢e iskustveno, koriste¢i simulaciju na grafickom
kalkulatoru, prikupljati i biljeziti podatke o broju podudaranja i racunati relativne frekvencije. Tu bi
trebalo s uenicima raspraviti i zauzeti stav oko toga s$to ako se pojave neki nemogu¢i datumi? Promi-
jeniti na¢in generiranja podataka ili jednostavno zanemariti taj pokusaj i ponoviti simulaciju?

Nakon zabiljezenih vlastitih podataka, ucenici ¢e prikupiti podatke od ostalih ¢lanova svoje skupine, a
zatim 1 od ostalih skupina. Konacno, vjerojatnost podudaranja rodendana u skupini od 28 osoba trebala
bi iznositi priblizno 0.654, a za 23 osobe 0.507.

Kako bi to rijeSila teorija?

Oblik rada: rad u skupini
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Nakon vjerojatnosti ,,a posteriori* ucenici ¢e racunati teorijsku vjerojatnost podudaranja rodendana u
skupini od n osoba, n € {20, 23, 28,30, 60} .

~ 365-364-363-...-346

n:209 sz :1 36520 :041144,
)23 1o 365-364;-635623}...343 05073,
2 | 365:364-363.-(365-27)
N= 408, Prg = 1— 28 =y >
365
n::30,pm::1__365'364'322g5*365“29)::070632,
n::60,1%0::1——365.364.3?2;&I(365__59)::(199412.

Ucenici ¢e imati problema s raCunanjem vjerojatnosti za n = 60 pomocu kalkulatora. Grafi¢ki kalku-
lator javlja gresku od n = 40 na vise. Tu se moze koristiti racunalo i ra¢unati pomocu proracunskih
tablica, a zatim i prikazati podatke graficki. Ili, kao $to je u aktivnosti predvideno, mozemo koristiti
graficki kalkulator.

Mozemo li viSe?

Ucenici ¢e zapisati op¢u formulu za racunanje vjerojatnosti da dvije osobe u skupini od # osoba imaju

rodendan isti dan:

| 365:364.363..(365—n+1) . . 365-364-363-...-(366 —n)

365" 365"
Iz tablice 1 grafa funkcije koja opisuje ovisnost vjerojatnosti u (n) = p, o veliini promatrane skupine

pn:

n, dajemo odgovore na pitanja o veliCini skupine.

0 T e
1 |BEEE T )
2L 4PER
R E0P
Zi A3y
2L ‘CgE?
26 EOEzY
i 6zBHA
=21 c

n =23 je najmanji n za koji je p > 0.5,
n =35 je najmanji n za koji je p > 0.8,
n =41 je najmanji n za koji je p. > 0.9.

U kalkulatoru se formula za p_upisuje u drugacijem, u¢enicima manje poznatom obliku, kao rekurziv-
na formula. Ovo je dobra prilika da se uc¢enicima priblizi i objasni princip rekurzije.

u(n)zl—[l—u(n—l)]-%.
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8. Financijska matematika

8.1. Zatezne kamate

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:

* ponoviti formule jednostavnoga kamatnog racuna

* racunati zatezne kamate

» odrediti utjecaj pojedinog parametra na konac¢nu vrijednost novca

* primijeniti jednostavni kamatni racun.

Aktivnost je predvidena za jedan Skolski sat.

Kako to izgleda?

Rjesenje pocetnog primjera: K = C, L

‘n
100

Mozete li pretpostaviti?

p

8.05

100

1. svibnja Ce platiti 18.77 kamata. Iznos kamata linearno ovisi o broju dana.

Napravite model.

Ako je pocetni iznos dvostruko manji i konac-
ni iznos je dvostruko manji. Ako se smanji za
100 kuna, konacni se iznos smanji za 100 kuna
uvecanih za kamate na tih 100 kuna. Ako se
kamatna stopa poveca za k %, kona¢ni se dug
poveca za iznos koji racunamo po formuli:

k-d
°100-365°

2000
1800:
1600:
1400:
1200:
1000:

800 1

p=8.05

®

2

1365

CG =635.15

q

| .——=1270.30-——-——=0.56kn
100 365

400

200

dani

50 100

150

200

250

300

350

400
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Mozemo li viSe?

Nismo platili iznos: 35.6:100-365 =517.36 kn.
8.05-312

Primijenite nauceno.

Konacna cijena racunala bila je veca za 12.47 kn.

&8.2. Novac stvara novac

U ovoj ¢e aktivnosti u€enici:
* odrediti formule sloZenoga kamatnog racuna
» usporediti jednostavni 1 slozeni kamatni racun
 racunati relativnu kamatnu stopu
* odrediti utjecaj pojedinog parametra na konac¢nu vrijednost novca

* donositi odluke o ulaganju novca.

Aktivnost je predvidena za dva Skolska sata.

MoZete li pretpostaviti?

Mozda ¢e ucenici re¢i da je prihvatljivija bratova ponuda koji nudi 15% kamata za godinu dana, Sto
iznosi 1600 + 15% od 1600 = 1840 kn, ali iznos nije dovoljan za kupnju mobitela.
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Napravite model.

Period Kamate

<12mj 1.3 % Ukupno
0 1600
1 20,80 1620,80
2 21,07 1641,87
3 21,34 1663,21
4 21,62 1684,84
5 21,90 1706,74
6 22,19 1728,93
7 22,48 1751,40
8 22,77 1774,17
9 23,06 1797,24
10 23,36 1820,60
11 23,67 1844,27
12 23,98 1868,24

Financijska matematika

Period Kamate

> 12 mj 1.8% Ukupno
12 1868,24
13 33,63 1901,87
14 34,23 1936,10
15 34,85 1970,95
16 35,48 2006,43
17 36,12 2042,55
18 36,77 2079,31
19 37,43 2116,74
20 38,10 2154,84
21 38,79 2193,63
22 39,49 2233,12
23 40,20 2273,31
24 40,92 2314,23

Prikazani model racuna Stednju do 12 mjeseci po kamatnoj stopi od 1.3%, a nakon 12 mjeseci od 1.8%.

Ocito je povoljnije uloZziti novac u banku. Nakon godinu dana imat ¢ete 1868.24 kn, a nakon 17 mje-

seci 2042.55 kn §to je dovoljno za kupnju mobitela.

2400
2300
2200
2100
2000
1900
1800
1700
1600
1500

Iznos nakon 7 mjeseci

~

/

-

-~

__—

__—

/

0123 45 6 7 8 910111213 14 1516 17 18 19 20 21 22 23 24

Broj mjeseci

Mozemo li vise?

Ako bi Stedili po prethodnom modelu, do milijun kuna bi dosli nakon 353 mjeseca ili 29.4 godine.
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Primijenite nauceno.

Zadatak 1.
a. b.

: 4.1Y
C, =10000+10000. 21" Cn=10000-[1+—]

" 100 100
C,=10000+410-n C, =10000-1.041"
linearna funkcija eksponencijalna funkcija
Zadatak 2.

* Relativna kamatna stopa je p. = ¥ , gdje m odreduje koliko se puta provodi obra¢un kamata
m

u odnosu prema osnovnom vremenskom intervalu (nominalne) kamatne stope.
o p |
Tadaje C, =C,|1+—]| .
100

Pogledajmo S$to se dogada s iznosom novca u banci:

5
a. 1kamata i obracun su godisnji, m = 1 C, = 1000[1 +%] =1288.48 kn
26 10
b. 5 godina = 10 polugodista, m =2 C,, =1000 H_ﬁ] =1292.63 kn
1.3)"
c. 5 godina =20 kvartala, m = 4 C,, =1000 l—l—ﬁ} =1294.76 kn
5 2 60
d. 5 godina = 60 mjeseci, m = 12 Cy =1000{14— ] =1296.20 kn
12-100
1100 AKamate m=365 )
m=2
1000
%00 m = 365
800 ®
700
600
500
400
300
200
100
0 Broj godina_
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17—7

Ako je obracun dnevni, kamate iznose 296.90 kn.

1920



Zadatak 3.

Trebaju Stedjeti priblizno 39 mjeseci.

8.3. Sto se krije iza naziva kamatne stope?

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:

* racunati efektivnu kamatnu stopu

Financijska matematika

* odrediti formulu za izracunavanje efektivne kamatne stope

* racunati konformnu kamatnu stopu

* odrediti formulu za izrac¢unavanje konformne kamatne stope

» usporedivati relativnu 1 konformnu kamatnu stopu uz iste pocetne uvjete

* donositi odluke o ulaganju novca.

Aktivnost je predvidena za dva Skolska sata.

Kako to izgleda?
Relativna kamatna stopa p, (%) EKS
2.945 5.97673025
1.47 6.010929279
0.489166667 6.030531119
0.016054795 6.034602809

Najveci ¢e iznos biti u banci B4 jer je ukamacivanje dnevno, a kamatna stopa nije puno manja od one

kada je ukamacivanje polugodis$nje. Da bi Stednja u banci B1 bila najpovoljnija trebalo bi povecati

kamatnu stopu s 5.89 na 5.946.
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PRIRUCNIK ZA NASTAVNIKE

Konformna kamatna stopa:

/m
P P /
Cll+—|=C |1+—]| = p'=100.
[ 100] [ ] d

ol +-L 1
100

100
Vrijeme ukamacivanja Broj obrac¢unskih Relativna kamatna Konformna
razdoblja stopa kamatna stopa

m p,(%) p' (%)

Godisnje 1 12 12
Polugodisnje 6 5.8301
Kvartalno 4 3 2.8737
Mjesecno 12 1 0.9489

Konformna kamatna stopa je manja od relativne ako je m > 1, a ako je m < 1, konformna kamatna stopa
je veca od relativne kamatne stope.

Zadatak 1.

Konformna kamatna stopa:

p 2.2
+-£ 1 14+22 —1|=1.09%.
100 100 ] ’

Neka je x iznos koji trebamo danas uloziti da bi za dvije godine imali iznos ve¢i od 70 000 kn. Tada

p' =100- =100-

1.09)7 1.09)”
vrijedi: 25000-[1+W] —I—x[l—l—m] > 70000 = x > 39 166.77 kn.

Zadatak 2.

Ako se trazena nominalna stopa primjenjuje i prvih 5 godina na glavnicu od 25000 kn, tada rjeSavamo
jednadzbu:

1 \27 /\22 /2
25000-|1+ 2| 430000{1+2—| =70000= (supstitucija) x=|1+2—| =

100 100 100
25000-x” 4 30000x> = 70000

5x" +6x° =14
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Financijska matematika

o= N W h» 00O N ©

|
-
s

Uz pomoc¢ grafickog kalkulatora ili racunala rjeSenje ove jednadzbe je x = 1.0557939. Tada je

/

2
10557939 = |1+ 2| = p'=2.7518.
100
Zadatak 3.

Relativna kamatna stopa: p, = 2—22 =1.1%.

2.7 2.2
Tada vrijedi: 25000~[1 + %] + x[l +1sz)] > 70000 = x > 27890.20 kn.

8.4. Kredit 1

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
* istraziti vezu izmedu kamata, glavnice i mjesecnog obroka
* prepoznati relativnu mjesecnu kamatnu stopu

Ci'p
12-100

* primijeniti formulu za odredivanje kamata K =
* izradivati otplatnu tablicu

+ analizirati elemente tablice po razdobljima i na kraju otplate.

Tema je za dva Skolska sata.

193



PRI

RUCNIK ZA NASTAVNIKE

Ucenici mogu raditi u paru radi kvalitetnije analize, tablicu izraditi na raCunalu (za svaki par uc¢enika

potrebno jedno racunalo).

MoZete li pretpostaviti?

Vecina

ucenika ¢e racunati jednokratne kamate na cjelokupni iznos ne uzimajuci u obzir da se dug

svaki mjesec smanjuje. Tada ¢e racun izgledati ovako:

5.5% od 1000 je 55 eura
55 € plus pocetni iznos od 1000 € daje ukupni dug 1055 €
1055 € vrac¢a u mjesecnim ratama godinu dana ili

mjeseCno mora vratiti 87.92 € §to je u kunama (tecajnu listu moze pronaci na stranicama HNB-a)
priblizno 87.92-7.54 = 662.92 kn

. Tin bi trebao mjesecno odvojiti od svoje stipendije 662.92 kn.

Tin si moze priustiti odlazak u Barcelonu uz stipendiju od 800 kn.
Nakon godinu dana Tin bi morao vratiti ukupno 1055 €.

Naknada (kamate) banci za uslugu posudbe iznosi 55 €.

Napravite model.
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Iznos mjesecne rate koju bi Tin morao vratiti je 85,79 €.
Ukupne kamate iznose 30,03 €, a ukupan dug 1.030,03 €.
Ove se vrijednosti ne slazu s Tinovom pretpostavkom.

Ukupni iznos otpla¢enog duga manji je nego kod Tinove pretpostavke, jer se kamate raCunaju
svaki mjesec na ostatak duga iz proslog mjeseca, nedospjela glavnica, a ne jednom godiSnje na
cijeli iznos duga.

Svaki mjesecni obrok sastoji se od dijela duga, glavnice, i kamata na preostali dug.

Nasa mjesecna otplatna rata stalno je ista. Svaki sljede¢i mjesec nas§ dug se smanjuje te su i
kamate za to obracunsko razdoblje manje, pa se udio glavnice u mjesecnom obroku povecava.

Dug na kraju 9. mjeseca iznosi 255,13 € .
Zbroj kamata za svako obracunsko razdoblje jednak je ukupnim kamatama, zbroj svih mjesec-
nih otplatnih obroka jednak je ukupnom dugu, tj. po¢etnom dugu uve¢anom za kamate.

Konacna vrijednost promijeni se u odnosu na pocetnu 3.003%.
Racun: 1000+ p-1000 =1030.03 = p =3.003%.



Financijska matematika

Kako bi to rijesila teorija?

Formule:
kamate za i-to razdoblje: K, = ICZI_;IOZ(?) , ukupne kamate: K = ZK,. , ukupni dug: C = Z C

dio otplacene glavnice

86

84 — N [ () IR I

82 1 1 1 1

81 - — - ]

80 - — - ]

79

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12

mjeseci

Graficki prikaz moze biti u obliku koji Zeli ucenik. Mora se uociti rast mjesecno otplacene glavnice,
smanjenje mjesecne kamate 1 smanjenje ostatka duga.

Mozemo li viSe?

Kamate se racunaju 5 godina, mjesecno, ali svaki put na umanjenu vrijednost. U tih 5 godina kamate
se obracunavaju 60 puta. Racun daje kamatu za 1 godinu, a mi ih imamo 5, pa je iznos sigurno veci
od danog.

Mogu¢ Tinov izracun za mjesecnu ratu:
1. slucaj: 10000+ 5.5%-10000 =10550, 10550:60=175.83€
2. slucaj: 10000+ 5-5.5%-10000 =12750, 12750:60=212.50€

3. slucaj: rata negdje izmedu 175.83 €1212.50 €.

Analiza otplatne tablice.
* Ukupne kamate su 1 460,70 €.
*  Ukupni je dug veci od 10 550 € jer je rok otplate dulji od godine dana.
* Konacna vrijednost promijeni se u odnosu na pocetnu 14.6%.

* Na kraju trece godine otplate Tin mora raspolagati iznosom od 4 331,82 € da bi u cijelosti ot-
platio dug.
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PRIRUCNIK ZA NASTAVNIKE

Primijenite nauceno.

Zadatak 1.
RB Glavnica Kamata Mjesecni obrok Nedospjela glavnica
0 5.000,00
1 406,26 22,92 429,18 4.593,74
2 408,13 21,05 429,18 4185,61
3 410,00 19,18 429,18 3775,61
4 411,89 17,30 429,18 3364,72
5 413,76 15,42 429,18 2950,96
6 415,66 13,52 429,18 2535,30
7 417,56 11,62 429,18 2117,74
8 419,47 9,71 429,18 1698,27
9 421,40 7,78 429,18 1276,87
10 423,33 5,85 429,18 853,54
11 425,27 3,91 429,18 428,27
12 427,22 1,96 429,18 1,05
Suma:
Racun:

* Iz prvog obracunskog razdoblja moramo saznati kamatnu stopu:

C..-p 5000- p

=1, K,=—"= 22092= =5.5%

: 12-100 12100 _F °
4593,74-5.5

i=2, K== == =2105, C=429.18-21.05=408.13,

Nedospjela glavnica nakon 2. mjeseca = 4593.74 — 408.13 =4185.61 itd.

* Za 12. otplatu preostala glavnica morala bi biti 0.00, a ne 1.05. Do ove razlike dos-

lo je zbog zaokruzivanja na dvije decimale. U tom se slucaju taj iznos pribroji zadnjoj rati:
429.18+1.05=430.23.
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Financijska matematika

Zadatak 3.

Izracun jednakih anuiteta:

V4
C] :CO +K] —a:C0~[1+12.100]—azco.r—a, CZ :Cl'r_a’“'5C12 :C”.r_a‘

Ako izrazimo C|, pomoc¢u C,, zatim C,, pomoc¢u C, i tako dalje do C, dobit ¢emo izraz:

10°

C,=Cy-r*—ar'"—ar’—-—ar—a,
12 _1
Pomo¢u sume geometrijskog niza dobit ¢emo C,, = C,-r"> —a- T Iz C, = 0 slijedi:
l/' P—
12
ro—1 r—I1
C,-r'*=a- =a=Cy"” TR
r—1 r-—I1

12 I"—l

Iznos anuiteta: a =Cyr” —;
B

Zadatak 4.

Ucenici ¢e lako provjeriti da ¢e gornja formula vrijediti 1 za drugi kredit ako uzmu u obzir da je broj

p

obracunskih obroka 60, uz relativni kamatni faktor r, =1+ 15.100°

8.5. Kredit 2

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici :
 analizirati otplatne tablice
* uociti razliku izmedu rata 1 anuiteta
+ graficki prikazivati promjenu iznosa kamata i ostatka kredita s mjesecima

* izradivati otplatne tablice.

Aktivnost je predvidena za dva Skolska sata.
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Zadatak 2.
Prvi ucenik:
Rata Glavnica Kamata Iznos Rate Preostali iznos kredita
0 20.000,00
1 1.666,67 85 1.751,67 18.333,33
2 1.666,67 77,92 1.744,59 16.666,66
3 1.666,67 70,83 1.737,50 14.999,99
4 1.666,67 63,75 1.730,42 13.333,32
5 1.666,67 56,67 1.723,34 11.666,65
6 1.666,67 49,58 1.716,25 9.999,98
7 1.666,67 42,5 1.709,17 8.333,31
8 1.666,67 35,42 1.702,09 6.666,64
9 1.666,67 28,33 1.695,00 4.999,97
10 1.666,67 21,25 1.687,92 3.333,30
11 1.666,67 14,17 1.680,84 1.666,63
12 1.666,63 7,08 1.673,71 0
Suma: 20.000,00 552,5 20.552,50

2. ucenik: (Iznos anuiteta je 1.713,07 kuna)

Anuitet Glavnica Kamata Iznos anuiteta Preostali iznos kredita
0 20.000,00
1 1.628,07 85 1.713,07 18.371,93
2 1.634,99 78,08 1.713,07 16.736,95
3 1.641,93 71,13 1.713,07 15.095,01
4 1.648,91 64,15 1.713,07 13.446,10
5 1.655,92 57,15 1.713,07 11.790,18
6 1.662,96 50,11 1.713,07 10.127,22
7 1.670,03 43,04 1.713,07 8.457,20
8 1.677,12 35,94 1.713,07 6.780,07
9 1.684,25 28,82 1.713,07 5.095,82
10 1.691,41 21,66 1.713,07 3.404,41
11 1.698,60 14,47 1.713,07 1.705,82
12 1.705,82 7,25 1.713,07 0

Suma: 20.000,01 556,8 20.556,84
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Teorija grafova

9. Teorija grafova

9.1. Setnja, staza, put...

Sto ¢emo raditi?

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
» koristiti osnovnu terminologiju teorije grafova (vrh, brid, Setnja, staza, put, ciklus, stablo...)

» razlikovati razapinjuce stablo, Eulerov i Hamiltonov ciklus.
Trajanje aktivnosti: dva Skolska sata
Oblik rada: rad u skupinama i individualno
Nastavna pomagala: Skare 1 ljepilo.

Nastavna sredstva: nastavni listic.

U ¢emu je problem?

U prilogu 1 nacrtani su razni grafovi na karticama koje mozete izrezati vi ili uenici. Ucenike podijelite
u ¢etveroclane grupe i podijelite im kartice (prilogl). Ucenici ¢e nastojati grupirati dane kartice prema
nekome zajedni¢kom svojstvu, iako ne znaju definiciju 1 osnovne pojmove teorije grafova. Primjerice:

Uocit ¢e da neki grafovi imaju petlju, neki ne (2.19.). Kod grafova 8. i 9., neke vrhove direktno pove-
zuju dva brida. Uocit ¢e da se grafovi 1., 3. 1 10. (stabla) razlikuju od ostalih, ali mozda ih nece znati
opisati. Sigurno ¢e uociti da (usmjereni) grafovi 9. i 14. imaju ,,strelice®, a ostali nemaju te da su kod
grafova 11., 14. 1 15. bridovima pridruzeni brojevi (tezinski grafovi). Mogu uociti i da je graf 7. nepo-
vezan s jednim bridom i dvama vrhovima, a svi su ostali grafovi povezani.

Ako ¢e brojiti bridove 1/ili vrhove, mozda ¢e uociti da kod nekih grafova iz jednog vrha uvijek izlazi
isti broj bridova (4., 5., 8., 12, 13., 14.,16., 18.).

Mozda ¢e uociti da se graf , kucice* iz zadatka 6. moze nacrtati bez da se podiZe olovka s papira. To je
jos moguc¢eius., 8., 11.,13., 14, 18.
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Primijenite nauceno.

Zadatak 1.

a. Jednostavni grafovi su 4 1 C. B i D imaju viSestruki brid, a graf £ ima petlju u jednom vrhu.

b. Danim algoritmom redom dobivamo brojeve: 6, 7, 6, 5 1 8. Ovi brojevi o€ito predstavljaju ukupan
broj bridova koje ima dani graf. Zaklju¢ujemo:
Zbroj stupnjeva svih vrhova u proizvoljnom grafu uvijek je parni broj. Svaki brid, primjerice, AB
se broji dva puta — jednom kao brid koji izlazi iz vrha 4, a drugi put kao brid koji izlazi iz vrha B.
Tada je ukupan zbroj svih stupnjeva vrhova parni broj i iznosi 2e, gdje je e ukupan broj bridova.

Zadatak 2.

a. 3 vrha stupnja 11 3 vrha stupnja 3 b. 1 vrha stupnja 1 1 3 vrha stupnja 3

c. 2 vrha stupnja 1 i 3 vrha stupnja 3 (nemoguce jer je ukupan zbroj svih stupnjeva vrhova neparni
broj, a pokazali smo da mora biti parni)

Zadatak 3.

a. staza: EDCAB, ECABC...; put: EDCAB, ABCE;
ciklus: ABCDECA (Eulerov), EDCABCE, Hamiltonov — nema

b. staza: ADBCD, DCAD...; put: ABDC, BADC...;
ciklus: BACDB, DACBD (Hamiltonovi ciklusi); Eulerov — nema

Zadatak 4.
a. b.

N o " *: Graf sa slike opisuje problem iz zadatka a. Vrhovi A, B, C, D
|

predstavljaju podrucja unutar (A, B, C) i izvan pravokutnika (D),

a bridovi 10 stranica pravokutnika A, B, C.
ajf \L:lu p
Zadatak 5.

Moze: BACBDCEDA je Eulerova staza — Setnja koja prolazi svim bridovima bez ponavljanja.
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Teorija grafova

Zadatak 6. Konigsberski mostovi

Skica situacije u Konigsbergu prikazana je na grafu: A

Vrhovi A, B, C, D na grafu predstavljaju podrucja — dijelove grada na

koje je rijeka podijelila grad, a bridovi 7 mostova. U zadatku se ustvari
ispituje je li ovaj graf Eulerov.

Promotrimo vrh A. Ako on nije pocetak ni kraj Setnje, onda nam za svaki B

dolazak u A i odlazak iz A trebaju dva razli¢ita mosta. No, dio grada A

spojen je s ostalim dijelovima trima mostovima pa je takva $etnja nemoguca. Setnja bi bila moguca
samo ako bi u A bio pocetak ili kraj. Analogno zakljucujemo 1 za vrhove B i1 D. Proizlazi da je Setnja
izvediva samo ako je u svakom od vrhova A, B 1 D pocetak ili kraj Setnje, Sto je naravno nemoguce.

Dakle, opéenito vrijedi:
Neusmjereni graf je Eulerov ako i samo ako je svaki njegov vrh parnog stupnja.

Graf ima Eulerovu stazu ako 1 samo ako ima najviSe dva vrha neparnog stupnja.

Zadatak 7.

a. AFE, ABDCE; e.
b. AFABDCE, AFABCDCE...

c. ABDCEFA;

d. DBAFECD

Zadatak 8.

a.
A A A A B
B B B
C C c
D D D D
A B A B A4 B
C C
D D D

b. CEDABC, CEBADC, CBEADC, CDEABC, CBAEDC, CDAEBC, CDABEC, CBADEC.
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Zadatak 9.

C. Razapinjuce stablo (Sadrzi najmanje bridova)

Zadatak 10.

Svaki jednostavni graf sa Sest vrhova ili sadrzi trokut odreden nekim trima vrhovima ili trima vrhovi-
ma koji medusobno nisu spojeni direktno.

9.2. U susjedstvu

Sto éemo raditi?

U ovoj ¢e aktivnosti u€enici:
+ prikazati stvarne podatke grafom i matricom susjedstva
 usporediti razli¢ite prikaze grafom
 crtati graf iz matrice susjedstva i obratno

» modelirati matricom susjedstva i grafom.
Trajanje aktivnosti: jedan Skolski sat.

Oblik rada: Rad u paru i individualno

U ¢emu je problem?

Graf koji prikazuje mreZu povezanosti racunala u tvrtki Sunce.

Ucenici usporeduju nacrtane mreze u paru. Trebali bi dobiti ra-
zli¢ite grafove koji korektno prikazuju zadanu povezanost.

MoZete li pretpostaviti?

Izomorfni su grafovi: AiL; BiH; D,Eil; GilJ.

Na osnovu tablice moze se zakljuciti tko se medusobno poznaje. Odgovarajuéi graf je:
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Za jednostavne grafove, bez petlji 1 viSestrukih bridova, elementi matrice susjedstva su jedino 0 ili 1,
a u protivhom mogu biti i drugi brojevi.

Matrica susjedstva nije simetri¢na za usmjerene grafove.

Zadatak 1.
01 0 1 1
I 01 0 1
01 0 1 1
1 01 0 1
I 1.1 10

Matrice susjedstva su jednake pa su dani grafovi izomorfni.

Zadatak 2.

Matrice susjedstva su:

'4 B C D
—_——t———— - ————— -
A'0 1 0 1 01 0 1
01 1 0 2 0 Bi10 0 1 0 001 0
1 0 1 2.0 1 cioooo 00 00
I
Lo b 011 c)D!Olloili‘)llO
Zadatak 3.
a. b. C.
B A
<& C
L B N
B
(&
D
C A
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Zadatak 4.

Prikazimo grafom podatke iz dane tablice.

Kako ne postoji vrh koji je povezan sa svim vrhovima direk-

tno, broj ambulanti je sigurno veci od jedan. Uo¢imo da naj-

viSe susjednih vrhova ima vrh F:4, B, D, G, a zatimda vch H  Ei
povezuje preostale vrhove koji nisu direktno povezani s F. Da-

kle, potrebne su najmanje dvije ambulante koje zadovoljavaju
postavljene uvjete, a mozemo ih smjestiti u sela 1 H.

U slucaju da je jedna ambulanta ve¢ smjestena u selu E, druga
bi ambulanta mogla biti u selu B jer su s vchom B direktno po-
vezani svi preostali vrhovi, odnosno sva su preostala sela od B

udaljena manje od 6 km.

9.3. Problem povezivanja

Sto ¢emo raditi?

U ovoj ¢e aktivnosti u€enici:

prikazati podatke iz realnog svijeta grafom
odrediti minimalno razapinjuce stablo

koristiti Kruskalov algoritam, Primov algoritam i algoritam najblizeg susjeda za odredivanje
razapinjuceg stabla

koristiti razapinjuce stablo pri rjeSavanju problema povezivanja iz realnog svijeta
usporediti razli¢ite algoritme

primijeniti Primov algoritam na matricu susjedstva.

Trajanje aktivnosti: dva Skolska sata.

Oblik rada: Rad u skupinama 1 individualno

Kako to izgleda?

Ucenici ¢e jednostavno nacrtati graf koji opisuje lokacije fontana i posto-
jece mreze.
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Teorija grafova

Mozete li pretpostaviti?

Primjeri razapinjucih stabala:

Njihove su duljine redom: 363, 353, 333.
Svako razapinjuce stablo za graf od n vrhova ima n — 1 brid.

Svi opisani algoritmi relativno su dobri 1 lako se koriste za jednostavnije grafove, s malim brojem
vrhova. Nedostatak Kruskalovog algoritma je Sto se za svaki dodani brid treba provjeriti je li njego-
vim dodavanjem formiran ciklus. Primov algoritam se moZe lako primijeniti na graf zadan matricom
susjedstva.

Zadatak.

Ucenici ¢e primjenom bilo kojeg od tri opisana algoritma dobiti sljedece
minimalno razapinjuce stablo:

Minimalna duljina cijevi iznosi 306 metara.

Zadatak 1.

Duljina je 20, Duljina je 109.
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Zadatak 2.

Rjesenje pomocu Primovog algoritma za matrice:

®B®ODO®®O®©®

Q

H 2

0) 2

Stablo ¢ine bridovi: BF, CD, DO, EO, FA, GB, HG i OF.
Ukupna minimalna duljina je 20 + 25 + 20 + 30 + 30 +30 + 60 + 25 = 240 m.

9.4. Problem kineskog poStara

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
» koristiti osnovnu terminologiju teorije grafova
* prepoznati Eulerov ciklus
* primijeniti razlicite algoritme pri rjeSavanju Problema kineskog postara

* procijeniti dobre i loSe strane pojedinog algoritma.
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Kako bi to rijesila teorija?

Pocetni graf nije Eulerov jer su vrhovi A, B, C 1 D neparnog stupnja. Prema opisanom algoritmu pro-
matramo kombinacije AB 1 CD, AC i BD, AD i BC, te popunjavamo tablicu:

Kombinacija Najpovoljnija ruta Minimalna duljina Zbroj minimalnih duljina
AB A—B 8
13
CD C—E—D 5
AC A—E—C 7
14
BD B—E—D 7
AD A—E—D 6 ”
BC B—E—C 8

Dakle, mozemo konstruirati Eulerov ciklus putujuci dva puta po rutama A—B i C>E—D.
Najkraca udaljenost koju ¢e zastitari morati prijeci jest

13+ 2+3+4+5+6+7+8+9=57.

Neke od mogucih ruta su: A-B-C-E-D-C-E-D-A-E-B-A, A-B-E-C-D-E-A-D-E-C-B-A.

Uocite da ovaj algoritam sluzi samo za racunanje najkraée udaljenosti, ali ne i za generiranje iste.

Primijenite nauceno.

Zadatak 1.

a. 0-A-O-B-A-O (Nema Eulerova ciklusa)
b. O-A-O-B-O (Postoji Eulerov ciklus)
c. O-C-D-O-A-D-A-B-C-B-O (Nema Eulerova ciklusa)

d. O-D-A-E-A-B-D-E-O-C-B-O (Postoji Eulerov ciklus).

Zadatak 2.

a. Primjer rute je IAECABDCBDEI. Vrhovi B i D su jedini vrhovi neparnog stupnja pa ¢e dva
puta pro¢i putem izmedu njih.

b. 19.88 km.
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Mozemo li viSe?

Koriste¢i Dijkstrin algoritam pokazat ¢emo da je izmedu vrhova A 1 C najkraca udaljenost 7.

Oznacimo vrh A brojem 0 i trajno ga uokvirimo. Vrhovi susjedni vrhu A su vrhovi B, E i D. Pored sva-
kog od njih piSemo odgovarajuce privremene tezine (udaljenosti od pocetnog vrha): 8, 4, 7. Odabiremo

vrh E jer je njemu pridruzena najmanja tezina i trajno ga uokvirimo.

8

Vrhovima D, B i1 C koji nisu uokvireni, a susjedni su vrhu E, pridruzujemo redom tezine 6, 9, 7 (zbroj
broja 4 i tezine bridova ED, EB i1 EC). Vrijednost kod vrha D mijenjamo u 6, jer je manja od prethodne,
dok vrijednost kod vrha B ne mijenjamo. Od neuokvirenih vrhova biramo vrh D (s najmanjom vrijed-

nosc¢u) i trajno ga uokvirimo.

DY6 6

8

Vrh C je vrhu D jedini neuokvireni susjedni vrh. MoZzemo mu pridruziti vrijednost 12, ali kako je ona
veca od njegove trenutne vrijednosti 7, ostaviti ¢emo vrijednost 7. Neuokvireni su vrhovi B 1 C od
kojih C ima manju pridruzenu vrijednost te ¢emo njega trajno uokviriti. DoSavsi do ciljnog vrha na-
pravili smo 1 zadnji korak algoritma.
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Dakle, najkraca udaljenost vrhova A i C je 7. Vra¢amo se unazad vrh po vrh, kako bi odredili najkrac¢u
rutu. Iz vrha C idemo u onaj vrh ¢ija je pridruzena vrijednost jednaka razlici broja 7 i tezine brida koji
ih povezuje. U ovom je slucaju to vrh E jer je 7 — 3 = 4. Kod vrha D razlika 7 — 6 # 6. Prema tome
najkraéi put od vrha A do vrha C je A-E-C.

Zadatak 3.

a. Vrhovi neparnog stupnja su B, C, J i M.

Kombinacija Najpovoljnija ruta Minimalna duljina | Zbroj minimalnih duljina
BC B—C 120
482
M JK—L—M 362
BJ B—L—K—]J 220
608
CM C—0—L—M 388
BM B—A—M 273
429
cJ C—0—J 156

Prema podacima iz tablice zaklju¢ujemo da Robert mora proc¢i dva puta rutu B>A—->MiC —>0-J.
Tada ukupna minimalna udaljenost iznosi 2235 + 429 = 2664 m ili 2.664 km.

Ruta kojom ¢e u tom slucaju Robert proci je

O-L-K-J-I-H-G-F-I-K-N-M-L-B-A-M-A-B-C-D-E-O-C-0-J-0O.
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b. Najkraci put od lokacije N do lokacije D dobit ¢emo koriste¢i Dijkstrin algoritam:

Najkraca je udaljenost 631 m, a put kojim Robert treba i¢i je N-M-L-O-E-D i na grafu je oznacen
crvenom bojom.

9.5. Problem trgovackog putnika

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
» koristiti osnovnu terminologiju teorije grafova
* prepoznati Hamiltonov ciklus
* primijeniti tehnologiju za rjeSavanje problema iz realnog svijeta
* primijeniti razlicite algoritme pri rjeSavanju Problema trgovackog putnika

» argumentirati dobre i loSe strane pojedinog algoritma.
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Kako to izgleda?

Oblik rada: individualni rad

Trgovacki centar

330

[graliste

Potrazite pomo¢ tehnologije. (Upute su na kraju aktivnosti)

Ljekarna

Teorija grafova

A B C D E F
1 Polaziste |Trg.centar [Ljekarna |lgraliste
2 1 2 3 4
3 Polaziste 1 ] 160 180 140
4 Trg. Centar 2 160 ] 330 250
5 Ljekarna 3 130 330 1] 240
6 lgraliste 4 140 250 240 ]
7
8 Rjesenje
oznaka
. 1 2 4 3
3 lokacije
lokacija | Polazidte |Trg.centar| lgraliste | Ljekarna
10
udaljenost
od
180 160 250 240
prethodne
11 lokacije
12
ukupna
) 830
13 udaljenost
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Kako bi to rijesila teorija?

Oznacimo s T trgovacki centar, s L ljekarnu i s / igraliSte. Imamo sljede¢e moguce kombinacije 1 du-
ljine promatranih putova:

PTLIP | 160 + 330 + 240 + 140 = 870
PTILP | 160 + 250+ 240 + 180 = 830
PLTIP | 180 + 330+ 250 + 140 =900
PLITP | 180 + 240+ 250 + 160 = 830
PITLP | 140 + 250+ 330 + 180 =900
PILTP | 140 + 240+ 330 + 160 =870

Zakljucujemo da je najbolje i¢i od polazista, pa u trgovacki centar, na igraliSte i na kraju u ljekarnu ili
od polazista do ljekarne, igralista pa u trgovacki centar.

Algoritam najblizeg susjeda (takozvani ,,pohlepni* algoritam) moze dati rutu: Polaziste, Igraliste, Lje-
karna, Trgovacki centar. Ukupna duljina te rute je 870 metara.

Ucenici ¢e zakljuciti da se metodom ispisivanja svih kombinacija sigurno dode do najefikasnijeg rje-
Senja, ali metoda nije primjenjiva na grafove s velikim brojem vrhova.

Algoritam najbliZzeg susjeda je uvijek primjenjiv i relativno brz, ali vrlo ¢esto ne daje najefikasnije rje-
Senje. Ovom metodom, kao i pomocu proracunskih tablica, dobit ¢emo samo jedno rjeSenje problema.
Ispisivanjem ¢emo dobiti sva rjeSenja.

MoZemo li viSe?

Algoritam najblizeg susjeda dao nam je gornju granicu 870 u pocetnom primjeru, a za odredivanje
donje granice razmotriti ¢emo nekoliko slu¢ajeva.

a Ako uklonimo vrh 7 imamo sljedece:

T

330
D---------------- L
160 180
P
@
250 K

Donja granica u tom slucaju iznosi (narancasto obojani bridovi): 140 + 180 +160 + 250 = 730.
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b. Uklanjanjem vrha L dobivamo:

Donja granica je 720.

d. Uklanjanjem vrha P dobivamo donju granicu 790.

Dakle, rjesenje pocetnog problema trgovackog
putnika je vece ili jednako 790 te manje ili jed-

nako 870.

Zadatak 1.

a. Prikaz podataka iz tablice:

Teorija grafova

c. Uklanjanjem vrha 7 dobivamo:

Donja granica je 720.

330
L
180 ,o*"
140/ 540
I

HNK

213



PRIRUCNIK ZA NASTAVNIKE

b. Ako je pocetak rute u 7, ukupna je duljina 47 min. Graf:

HNK
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c. Odbacivanjem vrha M 1 trazenjem minimalnog razapinjuceg stabla iz 7' dobivamo graf:

Donja granica: 8 + 10 +4 +5 + 4 + 6 + 9 = 46 minuta.

d. Ocito je najpovoljnija ruta izmedu 46 1 47 minuta. Kako trazimo da se svaka lokacija posjeti samo
jednom, a u grafu iz c. to nije slu¢aj, ukupna duljina najpovoljnije rute je 47 minuta.

Ako u grafu iz c. brid tezine 5, izmedu KV i T, zamijenimo bridom tezine 6, izmedu KV i K, dobit
¢emo najpovoljniju rutu.

Pomocu tehnologije moze se takoder dobiti ruta duljine 47 minuta, primjerice:

U-KV-K-T-Z-HNK-M-U.

Primijenite nauceno.
Zadatak 2.

A-R-P-Q-S-A (duljina je 51)

Zadatak 3.

Polazak - C - B —H - F - G —D — E — Polazak . (duljina je 23)

Zadatak 4.

Zagreb — Brussel — Lisabon — Amsterdam - Frankfurt — Be¢ — Zagreb ili obrnuto. Minimalni troSak
putovanja je 340 eura.
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Upute za rjesavanje Problema trgovackog putnika koristenjem proracunskih tablica.
Rjesenje pocetnog primjera:

PrepiSite danu tablicu u program proracunskih tablica. PridruZit ¢ete svakoj lokaciji broj od 1 do 4
(slika dolje). Ispod tablice napiSite niz brojeva 1, 2, 3 1 4.

A B 5 D E F G
1 Polaziste |Trg. centar |Ljekarna |lgraliste
2 1 2 3 4
3 Polaziste 1 ] 160 180 140
4 Trg. Centar 2 160 0 330 250
5 Ljekarna 3 180 330 o 240
6 Igraliste 4 140 250 240 o
7
2 Rjeienje
oznaka
o 1 2 3 4
9 lokacife
| =INDEX{C1: ) .
lokacija Trg. centar | Ljekarna Igraliste
10 F1;1;C9)
udaljenost INDEX(array; row_nurm; [column_num])
od INDEX(reference; row_num; [column_num]; [area_num])
140 160 330 240
prethodne
11 lokacije
12
ukupna
P 870
13 udaljenost
14

Nakon toga treba nam funkcija INDEX (array; row num; (column num)) koja vraca vrijednost iz
tablice iz zadanog niza brojeva. Pri tome prvi broj, nakon oznacenog polja iz tablice, oznacava broj
retka, a drugi broj oznacava broj stupca.

Primjerice INDEX (C1:F1;1;C9) (¢elija C10 na slici) znaci: uzmi element, iz polja izmedu C1 i F1,
koji je u 1. retku i onom stupcu ¢iji redni broj piSe na C9 te ga upiSi na C10. Time smo broju 1 pridruzili
lokaciju polaziSta. Kako bi se u rjeSenju ispisao redoslijed obilaska lokacija, u€inite isto za sve Celije
od C10 do F10. U naredbi INDEX mijenjate samo zadnji element u D9, E9 1 F9.

Istu naredbu koristite 1 da popunite polja C11 do F11 (udaljenosti neke lokacije od njoj prethodne —
susjedne). Na primjer za dobivanje broja u ¢eliji C11 (udaljenost polazista od igralista):

INDEX (C3:F6; C9; F9) - Od svih elemenata dane tablice izmedu C3 i F6 uzimamo onaj element koji
se nalazi u 1. retku (oznaka C9), 4.stupcu (oznaka F9).

8 Rjeienje
oznaka
i, 1 2 3 a4
9 lokacije
lokacija Polaziste |Trg. centar | Ljekarna | lgraliste
10
udalfenost
od =INDEX(C3:
_ 160 330 240
prethodne | F6;C9;F3)
11 lokacije
12 INDEX(array: row_num; [celumn_num])
INDEX(reference; row_num; [celumn_num]; [area_num])
T 870
13 udalfenost
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Isto ucinite 1 za ¢elije D11, E11, F11 mijenjaju¢i u naredbi INDEX posljednja dva elementa C9; F9
redom u: C9; D9, zatim u D9; E9 1 na kraju u E9; FO.

Zatim u ¢eliji F13 zbrojimo ¢elije C11, D11, E11 i F11 pomoc¢u funkcije SUM. To je ukupna duljina
puta koju ¢e drustvo prije¢i. Mi zelimo da je ta duljina minimalna. U tu svrhu koristit ¢emo Excel
Solver (Data > Solver). Ukoliko Solver ne postoji na alatnoj traci treba ga dodati (File > Options >
Add-ins).

Nakon §to se otvori prozor Solvera, popunjavamo ga na sljedec¢i nacin.
U polje Set objective upisete F13 (klikom na ¢eliju). U sljede¢em redu oznadite:
To: eMin

By changing variable Cells: oznacite polje od C9 do F9. Za Subject to the constraints:

Add Constraint X
Cell Reference: Constraint:
] FIA ~ | | AiDifferent 3

i 0K [ Add l [ Cancel ]

Oznacite Make Unconstrained Variables Non-Negative i
Select a Solving Method: Evolutionary

Nakon ispunjavanja danog prozora pritisnemo So/ve i nakon nekog vremena izvrSavanja u ¢eliji F13
nalazi se minimalna duljina puta, a lokacije su u poretku najpovoljnije rute.

RjesSenje oznaka lokacije 1 2 4 3
lokacija Polaziste Trg. centar Igraliste Ljekarna
udaljenost od prethodne
.. 180 160 250 240
lokacije
ki
u ugma 830
udaljenost
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9.6. Problem bojenja

Sto éemo raditi?

U ovoj aktivnosti u¢enike ¢emo upoznati s problemom bojenja vrhova grafa 1 primijeniti bojenje na
bojenje karata te rjeSavanje kombinatornih problema.

Trajanje aktivnosti: dva Skolska sata.

Nastavna pomagala: bojice.

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
* istraziti minimalan broj boja potreban za bojenje neke karte
» povezati bojenje karte s bojenjem vrhova
» odrediti kromatski broj grafa

* primijeniti bojenje vrhova na rjeSavanje problema rasporeda, neslaganja i slicnih kombinator-
nih problema.

Kako to izgleda?

Ucenici ¢e individualno ili u paru bojiti karte u zadatku 1 1 odredivati minimalan broj boja koji je do-
voljan da se oboje karte od 1 do 5.

U zadatcima (1a — 1d) rjeSenja su sljedeca:
a. da, moze se obojiti s 2, 3, 4 boje b.k=2,3,4,4,4.

c. Npr.

Za ovakvu kartu uvijek su dovoljne dvije boje. Ako nemamo ni jedno presijecanje, ve¢ zapocetu liniju
»zaokruzimo® 1 spojimo s pocetkom, ocito nam trebaju samo dvije boje za ta dva podrucja. Svakim
novim presijecanjem dobivaju se dva nova podrucja(vrha), ali se ne dobivaju ,,novi susjedi. Vrhovi su
spojeni direktno samo sa susjednim vrhovima te boje ,,alterniraju®.
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Mozete li pretpostaviti?

Ucenici ¢e istrazivanjem (bojenjem) otkriti 7Teorem o cetiri boje koji kaze da su u ravnini dovoljne
Cetiri boje kako bi se obojila proizvoljna karta. To je prvi teorem koji je dokazan uz pomo¢ racunala.

Napravite model.

Ucenici ¢e usporedivanjem danih grafova s nekom od karata iz prethodnog zadatka zakljuciti da se
svakoj od karata moze pridruziti jedan od danih grafova.

Kako bi to rijeSila teorija?

Grafovi pridruzeni kartama 5, 6 i Juzne Amerike:

Karta 5.

Zadatak 3.

Kromatski su brojevi redom: 4, 4, 3, 4, 2.
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Mozemo li viSe?

Ocito je graf 4 iz zadatka 4-obojiv. Treba pokazati da V)
nije 3-obojiv. Promotrimo vrhove v, v,, v,. Oni su vr-
hovi trokuta, te su potrebne tri boje za njihovo boje-

nje: roza (R) za v, plava (P) 1 zelena (Z). Tada vrh v,

ne moze biti obojen sa Z ili P, ali moze s R. Analogno
zakljuCujemo da vrh v, ne moze biti obojen susjednim

bojama Z,PR. Prema tome, tri boje nisu dovoljne.

Potrazite pomo¢ tehnologije.

Primjeri algoritama: Genetski algoritam, Hibridni algoritam 1 sli¢no.

Primijenite nauceno.

Raspored

Problem ¢emo rijesiti bojenjem grafa. Vrhovi grafa oznacavat ¢e predstave, a brid koji spaja dva su-
sjedna vrha predstavljat ¢e glumce koji glume u objema predstavama. Tako ¢e, primjerice, P, biti su-
sjedan svima preostalim vrhovima. Nacrtajmo taj graf.

Prijedlog rasporeda proba je: P, P, Py

l.dan- P,
2.dan- P, P,
3.dan-P, P,
4. dan - P,

Tulum

Rjesenje: Raspored sjedenja modelirat ¢emo grafom cije
¢emo vrhove obojiti tako da dva susjedna vrha nisu oboje-
na istom bojom.

Neslaganje je prisutno izmedu deset osoba koje smo pri-
kazali vrhovima grafa, a njihova medusobna neslaganja
oznacena su bridom koji spaja ta dva vrha. Susjedni vrhovi
ne mogu biti obojeni istom bojom (jer je bar jedna od tih
dviju osoba izrazila neslaganje s onom drugom). Kromat-
ski broj grafa koji opisuje dani problem iznosi Cetiri. To
znaci da Tina moze rijeSiti problem 1 smjestiti za Cetiri
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stola ovih deset osoba, a onda i preostale. Jedan je razmjestaj, primjerice:

Stol 1: A, G, J + nekih 5 osoba (od preostalih 20 osoba koje nisu izrazile neslaganje)
Stol 2: B, E, H + nekih 5 osoba (od preostalih 15 osoba koje nisu izrazile neslaganje)
Stol 3: C, D, I + nekih 5 osoba (od preostalih 10 osoba koje nisu izrazile neslaganje)

Stol 4: F + preostalih 5 osoba.

9.7. Eulerova formula

Sto éemo raditi?

U ovoj aktivnosti s u¢enicima ¢emo otkriti Eulerovu formulu i1 primijeniti je u teoriji grafova.

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
» koristiti pojmove: planarni, povezani i jednostavni graf
 crtati grafove u programu dinami¢ne geometrije
* uspostaviti vezu izmedu broja vrhova, bridova i podru¢ja planarnoga grafa
 istraZziti postoje li potpuni planarni grafovi s pet vrhova

» dokazati i primijeniti Eulerovu formulu.

Izvodenje ove aktivnosti predvideno je za dva Skolska sata.

Kako to izgleda?

Broj gradova: 8
Broj linija: 16

B Rijeka I-'iurl a4 var BI‘O_] pOdI'UCJa: 10

Veza: 8 — 16+ 10 =2.

Puda m
W Gospat

m Lo

u Sibenik,
= Spit

Dby ik
glubrov
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Potrazite pomo¢ tehnologije.

Oblik rada: individualni ili u paru (ovisno o broju raspolozivih rac¢unala)

Ucenici ¢e u programu dinami¢ne geometrije nacrtati Cetiri proizvoljna jednostavna povezana planarna
grafa te potom upisati njihov broj vrhova, bridova i podrucja u tablicu. Nakon toga, pokusat ¢e uspo-
staviti vezu izmedu tih brojeva odnosno otkriti formulu:

V-B+P=2.

Napomena:

Kod prebrojavanja podrucja uzima se u obzir i vanjsko neograni¢eno podrucje.

Primjeri grafova:

GRAF 1 GRAF 2 GRAF 3 GRAF 4
Tablica:
Graf Broj vrhova V' Broj bridova B Broj podrucja P Veza?
GRAF 1 7 11 6 7-11+6=2
GRAF 2 8 15 9 8—15+9=2
GRAF 3 6 10 6 6-10+6=2
GRAF 4 10 15 7 10-15+7=2

Primjeri potpunih planarnih grafova:

V=2 V=3 V=4

/A@

Ucenici ¢e lako uociti da za V' = 5 potpuni planarni graf ne postoji.

PokaZzimo da je zaista tako. Kad bi takav graf postojao, broj bridova bio bi 10.
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Po formuli V- B + P = 2 zakljucujemo da bi broj podrucja bio 7. Svako je podruc¢je omedeno s najma-

nje 3 brida, pa broj bridova mora biti barem 773 , odnosno barem 11, §to je nemoguce.
Kako bi to rijeSila teorija?

Oblik rada: rad u paru

Ucenici ¢e pokusati dokazati Eulerovu formulu radeci u paru.

Dokaz formule V'— B+ P =2:

Zamislimo da imamo nacrtani neki jednostavni planarni graf.

Oznacimo broj V' — B + P = a. Treba dokazati da je a = 2.

Mijenjat ¢emo graf, broj bridova i broj podrucja, ali tako da se ne mijenja broj vrhova i broj V'— B + P.

Uoc¢imo neki ciklus u grafu kao na primjer na slici:

Obrisimo jedan brid. Na taj se nacin broj bridova smanjio za 1, ali se i broj podru¢ja smanjio za 1 pa
jeibroja=V— B+ P ostao isti.

Ovaj postupak ponavljamo dok ne ostane samo jedno podrucje. Graf koji smo na kraju dobili ima jed-
nostavan oblik, povezan je, ali nema ciklusa. Od ranije znamo da se takav graf zove stablo. Stablo s V'
vrhova ima V' — 1 bridova.

Dakle, novi graf ima V' vrhova, V'— 1 bridova i 1 podrucje, pajea=V—(V—1)+ 1 =2. Medutim, onda
je iza pocetni graf a = 2, odnosno V' — B+ P =2.

Mozemo li viSe?

Sli¢na je formula Eulerova poliedarska formula. Ona povezuje broj vrhova (V), bridova (B) i strana (S)
konveksnog poliedra i glasi: V'— B + § = 2. Ona se dokazuje tako da se u ravnini nacrta mreza bridova
poliedra ¢ime dobivamo povezani planarni graf te se dokaz zapravo svodi na dokazivanje Eulerove
formule za grafove.

Leonhard Euler (1707. — 1783.) bio je Svicarski matematicar, fiziCar, astronom i inzenjer. Pripisuju
mu se vrlo znacajna otkrica u mnogim granama matematike, poput infinitezimalnog racuna, teorije
grafova, topologije 1 teorije brojeva. Zasluzan je za uvodenje moderne matematiCke terminologije,
poput oznake za funkciju u matematickoj analizi. Osim u matematici, poznat i po svojem doprinosu u
mehanici, dinamici fluida, optici, astronomiji i glazbi.

(Preuzeto sa: https://en.wikipedia.org/wiki/Leonhard Euler 20.02.2016.)
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& Optimizacija

10. Optimizacija
10.1. Uvod u linearno programiranje

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici:
* procijeniti rjeSenje postavljenog problema vode¢i racuna o danim uvjetima
» zapisati sustav nejednadzbi kojima su zadani uvjeti zadatka
* prepoznati ciljnu funkciju

+ priblizno odredivati ekstremne vrijednosti iz grafickog prikaza koji modelira zadani problem
optimiziranja rabe¢i program dinamicke geometrije

* odredivati to¢ne ekstremne vrijednosti elementarnih funkcija koriste¢i svojstva elementarnih
funkcija

+ izdvojiti kljuéne korake u rjeSavanju problema linearnog programiranja.

Ova aktivnost predvidena je za dva Skolska sata.

Kako to izgleda?

Oblik rada: rad u paru

Paketi Plate Salate Pizze
PartyMix 3 3-2 3-5 3-1
BigMix 5 5-1 5-8 5-6
ukupno 8 11 55 33

Ucenici uocavaju da predloZeni broj paketa nece biti dovoljan.

Mozete li pretpostaviti?

Oblik rada: rad u paru

S obzirom na to da paket BigMix sadrZi ve¢i broj porcija salate i pizze, a Mate treba puno salate 1 pizza,
tog paketa treba viSe naruciti.
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Napravite model.

Neka je x broj paketa PartyMix te y broj paketa BigMix. Tada se dobiva sljedeci sustav nejednadzbi:

2x+y>12
S5x+8y >74.
xX+6y>24

Takoder mora vrijediti x >0 te y>0.

Potrazite pomo¢ tehnologije.

Oblik rada: individualni
Nastavna pomagala: ra¢unalo za svakog u¢enika

Ucrtavanjem poluravnina koje za- by
\

dovoljavaju dan sustav nejednadz- 121 .

bi dobiva se poligon P. Koordinate |\ 45 (8'.1 0 x+y=18

tocke A koli¢ine su pojedinih pa- I~ Y

keta, pa zapravo trazimo polozaj  ° \"\\ ~

tocke A takav da je zbroj njenih 6 " .

koordinata najmanji. Ucenici uo- o M AR .

cavaju da se to postize u jednom TN -— L s,

od vrhova promatranog podru¢jai 2 " T B e S

tozax=2tey=38. 0 e e

Kako bi to rijesila teorija?

Ukupan broj paketa izrazavamo funkcijom cilja: f(x,y)=x+ .

Trebamo naéi par (xo , yo) tako da u danim uvjetima vrijednost funkcije f* za taj par bude najmanja mo-
guca. Za a € R neka je p pravac dan jednadzbom x + y = a . Pomicanjem klizac¢a a ucenici uoc¢avaju
da kada se a smanjuje, pravac se pomice paralelno ,,prema dolje*. Najmanja vrijednost od a za koju
pravac p joS uvijek sijeCe poligon P jest tocka 4, a ona je rjeSenje sustava jednadZzbi:

2x+y=12
S5x+8y =74

Dakle, rjeSenje je tocka 4 (2,8). Odnosno, kako bi broj paketa koje treba naruciti bio najmanji, treba
naruciti 2 paketa PartyMix 1 8 paketa BigMix.

Ucenicima valja napomenuti da funkcija cilja u linearnom programiranju doseze minimum (ili mak-
simum) u jednom od vrhova skupa mogucih rjesenja, Sto su mogli uociti pomicanjem tocke A te grafa
ciljne funkcije.
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Primijenite nauceno.

Zadatak 1.

Neka je x broj majica, a y broj privjesaka. Na temelju teksta zadatka imamo sljedece uvjete:

y>20
Xx+y<60 . by
20x 45y > 450 A

50

Dodatno, mora vrijediti: x >0 1 y > 0. Funkcija cilja je:  «
f(x,y) =20x+8y.

Nacrtajmo dobiveno podrucje.

30

B c
Povoljno je podrucje trokut s vrhovima u tockama (10, 50),

(40, 20) 1 (17.5, 20). Funkcija ¢e posti¢i svoj maksimumu 10

tocki (40, 20) , odnosno treba naruciti 40 majica i 20 pri- 0

vjesaka i tada ¢e uéenici zaraditi 960 kuna. o 0 20\ 4 %0 6?’\
Zadatak 2.

RjeSenje je cjelobrojno, a vrh u kojem se postize najvec¢a dobit nema cjelobrojne koordinate. Tocka
s cjelobrojnim koordinatama koja pripada podrucju i za koju se postize maksimalna vrijednost ciljne
funkcije jest tocka (15, 20). Kako bi se ostvarila najve¢a dnevna dobit od 1700 kn, potrebno je proi-
zvoditi 15 kutija Gokoladica CokoLoko, a 20 kutija okoladica Jagodanko.

Mozemo li vise?

Nacrtajmo dano podru¢je. Ono je omedeno pravcima:
1 9

LY =—Xx4+—, Ly =—2x-3.
by > > by y

Neka je p pravac kojem pripada jednadZzba
6x+3y—3=a, a€ R. Micanjem pravca p uocavamo
da svaki takav pravac sijece nacrtani skup tako da funk-

cija ne postize maksimalnu vrijednost. Nadalje, pravci p
i p, paralelni su pa funkcija postize minimalnu vrijednost
upravo na ,,stranici skupa koja lezi na praveu p,. Uzmimo A

npr. to¢ku (-3,3) na praveu p,. U toj tocki funkcija postize
vrijednost f(—3,3) =—12, a to je ujedno i minimalna vrijed-
nost koju funkcija postize na danom skupu.
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10.2. Maksimalna povrsina

U ovoj aktivnosti u¢enici ¢e na modelu i racunski pokusati odrediti duljine stranica pravokutnika za
koji je njegova povrsina najveca.

Ucenici Ce:
* matematickim simbolima zapisati zadane i trazene veli¢ine u zadatku te uspostaviti vezu medu
njima
* na konkretnome modelu odredivati duljine stranica pravokutnika te racunati njegovu povrsinu

* mijenjanjem parametara koji oznacavaju duljine stranica pravokutnika uociti na koji se nacin
mijenja njegova povrsina

+ predvidjeti za koje vrijednosti parametra ¢e se posti¢i najveca povrSina
* izraCunati u kojoj tocki kvadratna funkcija postize maksimalnu vrijednost
* interpretirati dobiveno rjeSenje u kontekstu zadatka

» efikasno koristiti tehnologiju (program dinami¢ne geometrije).
Organizacija rada: grupni i individualni rad (ovisno o broju raspolozivih rac¢unala)
Nastavna pomagala: stiropor, traka duljine 17 cm, Cetiri pribadace, milimetarski papir, racunala

Ova aktivnost predvidena je za dva nastavna sata.

Kako to izgleda?

Potrazite pomo¢ tehnologije.

Uputa za rad u programu dinami¢ne geometrije:
» Konstrukcija klizaca a. (Uputa u materijalu Kvadratna funkcija u geometrijskim zadactima.)

» Zapisat ¢emo nekoliko dobivenih podataka u tablicu. Prije nego $to ju formiramo definirat ¢emo
jos jedan parametar — povrSinu pravokutnika sa stranicama a 1 b. (Izbornik Broj, opcija Racunalo,
unesemo vrijednost a-b klikom na parametre te preimenujemo ovaj parametar u P). Mijenjamo
parametre 1 promijenjene vrijednosti unosimo u tablicu te promatramo za koje vrijednosti parame-
tara a 1 b dobivamo najvecu vrijednost parametra P.
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Napomena: Vrlo vjerojatno ¢e ucenici biti blizu rjeSenja, ali ne¢e bas to¢no pogoditi da je a = 4.25 te
im tu treba naglasiti vaznost konkretnoga matematickog racuna.

Kako bi to rijeSila teorija?

PovrSinu pravokutnika duljina stranica a i b = 17 — 2a ra¢unamo na sljede¢i nacin:
P=a-b
P(a) = a~(17 —2a)

P(a):17a—2a2
Time smo dobili kvadratnu funkciju P(a)=17a—2a”> koja svoj maksimum postize u tocki

a. = 77 =4.25. Prema tome, najvecu povrSinu pravokutnika dobit ¢emo kada je duljina stranice

max

a =4.25. Tada je duljina stranice » = 8.5 cm, a najve¢a moguca povrsina jest P =36.125 cm?.

Mozemo li vise?

RjeSenje:

Zadana nam je povrsina pravokutnika duljina stranicaai b, a-b=162 m’.

Opseg zadanog podrucja racunamo kao i u pocetnom zadatku (jer je rije¢ o istom obliku zemljista):
O=2a+b.

Budu¢i da nam je to trazena veli¢ina, oznacimo je nepoznanicom Xx:
x=2a+b

Izrazimo duljinu stranice b = x — 2a.

Sada vrijedi:

a-bza-(x—Za):162

ax—2a> =162

2 —ax+162=0
b X

amax =~ 5 — 5
2a 4

.. . v . . X
Duljinu stranice b sada mozemo takoder izraziti preko x: b, = 5

Uvrstimo izrazene veli¢ine u formulu za povrSinu pravokutnika i dobivamo:
2
P= ﬁ% — % —162.. Odatle dobivamo x = 36.

Prema tome, zaklju¢ujemo da je Marko na raspolaganju imao 36 m Zice.
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Primijenite nauceno.

RjesSenje: a

Na slici je skica zadatka.

Zadano je: 2a +3b = 1200 m. b b b
[zrazimo nepoznanicu a:
a=600— 3 b a

2

Uvrstimo u formulu za povrsinu pravokutnika i dobivamo sljedecu kvadratnu funkciju:
P(b)= —%bz +600b .
Stranica b postize najvecu vrijednost za:

b:ﬂ:ﬂ)(),

£

Drugim rije€ima, da bi povrsina bila maksimalna, duljine stranica moraju biti 300 1 200 m.

Tada je a = 300.

10.3. Minimalna cijena

U ovoj ¢e aktivnosti u€enici:
e procijeniti pribliznu vrijednost rjeSenja analiziraju¢i zadane uvjete na modelu
e istraziti vezu medu zadanim veli¢inama rabeci program dinami¢ne geometrije
e odrediti egzaktnu formulu koja povezuje zadane velicine

e priblizno odrediti ekstremne vrijednosti iz grafickog prikaza rabeci program dinami¢ne geome-
trije
e generalizirati zadani problem i rjeSenje

e vrednovati svoj rad.
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Kako to izgleda?

Oblik rada: rad u skupini

Tvornica

Zeljeznicka stanica Nova postaja

MoZete li pretpostaviti?

Oblik rada: rad u skupini

Cijena prijevoza zeljeznicom manja je pa nova postaja treba biti blize mjestu na pruzi koje je najblize
tvornici.

Napravite model.

Oblik rada: rad u skupini
Nastavna pomagala: papir, pribadace, ravnalo

Ucenici postavljaju pribadace na zadana mjesta, mjere udaljenosti, racunaju i popunjavaju tablicu.
Rjesenja su priblizna.

Udaljenost nove postaje od
) 1 4 7 10 13 16 18
stanice (u km)
Udaljenost nove postaje od
. 19 16.3 13.6 11.2 9 7.5 7
tvornice (u km)
Cijena prijevoza robe po km 97 89.5 82 76 71 69.5 71

Cini se da se cijena smanjuje do nekog mjesta, a kasnije se poveéava. Cini se da je najpovoljniji polo-
zaj kad je postaja oko 16 km udaljena od stanice. S ucenicima treba komentirati da nista ne znamo o
cijeni za udaljenosti koje su izmedu ovih koje mjerimo.

Potrazite pomo¢ tehnologije.

Oblik rada: individualni

Nastavna pomagala: racunalo za svakog ucenika
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stanicalpostaja = 15,72 cm stanicalpostaja | cijena
160+ 9,82 cm 76,31
i i = 477cm | 87,64
postaja|tvornica= 7,62 cm AT o
.. 107 1,99 cm 94,72
cljena = 69,65 840cm | 79,22
1201 1144cm | 73,43
14,59cm | 69,86
17,58cm | 70,63
1901 19,16 cm | 73,39
19,90cm | 75,30
. / 17,29¢cm | 70,31
948cm | 76,98
) 220em | 94,17
w7 vornica 0,00cm | 100,00
511c¢cm | 86,80
w0 10,30 cm | 75,41
1543cm | 69,56
17,84cm | 70,97
27 1858 cm | 72,17
1874cm | 72,48
} 13,82 cm 7041 |
15 0 15,72 cm 69,55

-30 -25 -20 -15 -10 -5 10
stanica X postaja

— ) o = H

Kako bi to rijesila teorija?

U ovoj ¢e aktivnosti ucenici izvesti formulu kojom se raCuna cijena prijevoza c u ovisnosti o udalje-

nosti d.

c(d):2d+5\/49+(\/ﬁ—d)2

Graf funkcije ucenici mogu nacrtati u progra- o
mu dinami¢ne geometrije te graficki odrediti
minimum ili koristiti graficki kalkulator i ra-
¢unati minimum pomocu grafickog kalkulato-
ra.

Mozemo li viSe?

Koristec¢i zadane oznake ucenici ¢e pronaci pravilo pridruZivanja.

c(d):ad+ﬁ\/a2 +(\/b2 —ad —d)2

d=1537

Ucenici mogu crtati graf funkcije ¢ pomocu parametara i promatrati kako pojedini parametar utjece na

oblik grafa i ekstrem.

232



ﬁ‘ Optimizacija

10.4. Maksimalna povrSina trokuta uz zadani opseg

U ovoj ¢e aktivnosti u€enici:
» konstruirati pravokutni trokut zadanog opsega koriste¢i tehnologiju
* povezati neki element trokuta s njegovom povrSinom

* izraziti jednu veli¢inu pomocu druge koristec¢i Pitagorin poucak, algebru, trigonometriju pravo-
kutnog trokuta

» pretpostaviti oblik funkcijske zavisnosti

» odrediti linearnu funkciju iz njezina grafa

* odrediti domenu funkcije koristeci svojstva elipse 1 kruznice
+ odrediti ekstrem koriste¢i tehnologiju

» interpretirati dobivena rjeSenja u realnom kontekstu

» odrediti ekstrem koriste¢i derivacije uz pomo¢ tehnologije ili bez nje.

Aktivnost je predvidena za dva do Cetiri (Skolska) sata.

Kako to izgleda?

Na milimetarskom papiru pomocu koncica i pribadac¢a omedite nekoliko razli¢itih oblika zemljista. 1z-
myjerite neke veliine pa izraCunajte povrsSinu za svaki od oblika. PokuSajte omediti §to ve¢u povrsinu.
Zapisite izmjerene podatke i pripadne povrSine.

Potreban pribor: stiropor, milimetarski papir, konc¢i¢, pribadace, ravnalo, Skare za svaku grupu

Ucenici ¢e mjeriti 1 odrezati konc¢i¢ duljine 10 cm te ga sloziti u oblik pravokutnog trokuta, pri cemu
¢e vrhove ucvrstiti pribadacama. Mjerit ¢e duljine kateta i raunati povrSine. Dovoljno je da svaka
grupa napravi nekoliko trokuta jer je cilj da u€enici uoce kako razli€iti trokuti imaju razli¢ite povrsine.
Mozda ¢e ucenici pretpostaviti da je povrSina maksimalna za jednakokra¢ni trokut, Sto jest rjeSenje
zadatka, ali treba re¢i kako na osnovu mjerenja nekoliko trokuta ne moZemo biti sigurni je li to zaista
tako te da ¢emo provjeriti ovu pretpostavku.

Napravite model.

U izradi modela vazno je da ucenici slijede upute i koriste iste oznake.

1. Ucenici ¢e nacrtati to¢ku P, translatirati ju za 10 cm pod kutom od 0° i dobivenu tocku oznaciti s

Q. Izmjerene duljine ¢, a 1 b duljine su stranica trokuta ¢iji je opseg 10 cm (pod uvjetom da zado-
voljavaju nejednakost trokuta).
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2. Konstrukeija pravokutnog trokuta ¢iji je opseg 10 cm odvija se u tri koraka.

a. U ovom ¢e koraku ucenici konstruirati trokut ¢iji je opseg 10 cm. Uocit ¢e da kut ADB ne mora
biti pravi. Ovisno o polozaju tocke R mijenja se duljina hipotenuze i nastupaju tri sluc¢aja:

* mijenjanjem polozaja tocke S mogu posti¢i da trokut bude pravokutni 1 to u dva poloZaja
(dobiveni su pravokutni trokuti sukladni)

* mijenjanjem poloZaja tocke S mogu posti¢i da trokut bude pravokutni i to u jednom poloZzaju
(dobiveni je pravokutni trokut jednakokracan)

* mijenjanjem polozaja to¢ke S ne mogu postic¢i da trokut bude pravokutni.

Uz konstantnu duljinu hipotenuze (ne mijenjamo poloZzaj to¢ke R) zbroj duljina kateta a + b je kon-
stantan. Geometrijsko mjesto to¢aka D takvih da je opseg trokuta ABD 10 cm jest elipsa (na slici
¢e se vidjeti gornja polovica elipse).

m«ADB = 107,52°
Opseg ANABD = 10,00 cm

b. U ovom ¢e koraku ucenici konstruirati pravokutni trokut kori-
ste¢i Talesov teorem o obodnom kutu nad promjerom. Uocit ¢e
da opseg trokuta ne mora biti 10 cm, ali da se u nekim slucajevi-
ma moze namyjestiti. Ponovo postoje tri moguénosti: dva rjeSenja,
jedno rjesenje, nema rjesenja.

Opseg NAEB = 10,45 cm
m/AEB = 90,00°

c. U ovom ¢e koraku ucenici povezati prethodna dva koraka, uociti C
da se vrh C mora nalaziti na kruznici 1 na elipsi te ¢e konstruira-

ti sjeciSte. Dobiveni trokut ABC zadovoljava oba zadana uvjeta.

Mijenjajuci polozaj tocke R, ucenici ¢e uociti da ponekad imaju A B
dva sjeciSta pa time i dva rjeSenja, ponekad jedno, a da u nekim

polozajima tocke R rjeSenja nema.

Slijedi odredivanje trokuta maksimalne povrSine. Predviden je rad u Ce- m/ACB = 90,00°
tiri radna centra. Opseg ABCA = 10,00 cm
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Radni centar 1: Povrsina i hipotenuza

Potrazite pomoc¢ tehnologije.

Ucenici ¢e konstruirati lokus 1 vidjeti da je ovisnost povrSine o duljini hipotenuze linearna te da je
domena te funkcije interval. Iz grafickog prikaza moci Ce, koriste¢i tocke grafa, odrediti pravilo pri-
druzivanja P (¢) = 25 — 5¢ te priblizno odrediti maksimalnu povrSinu 4.29 cm? koja se postize kad je
trokut jednakokracni, a duljina je hipotenuze priblizno 4.14 cm.

o=10cm
10+
P R 0
ol
mBA = 4,14 cm
Povrsina ABCA = 4,29 cm? 64 W:(4,14,4,29)
C

°

Kako bi to rijeSila teorija?

Pravilo pridruzivanja funkcije P mozemo dobiti i bez tehnologije.

a+b+c=10
a+b=10—c¢
a’+2ab+b* =100—20c +¢*

ab  100—20c

Kako je a’ +b*> =c* ostaje Pz; =25-5c.

Mozemo li viSe?

U ovom je koraku potrebno poznavanje geometrijskog znacenja koeficijenta u jednadzbi elipse pa ga
ucenici koji nemaju to predznanje preskacu.

Kruznica i elipsa se sijeku ako je mala poluos elipse manja ili jednaka polumjeru kruznice.
Velika os elipse jednaka je zbroju duljina kateta (uz fiksnu hipotenuzu) a + b = 10 — ¢ pa je ve-

lika poluos elipse 5-S . Linearni ekscentricitet elipse je % Stoga, mala je poluos elipse

-5 ==

2
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Polumjer kruznice jest % pa je uvjet za postojanje sjecista:

25—5¢ < € i gega dobivamo ¢ <5 i kvadriranjem ¢ +20c—100> 0. Presjek rjesenja ovih ne-
jednadzbi jest segment [10(\/5 — 1), 5}. Linearna funkcija P padajuca je pa se maksimum postize za
c= 10(\/5 —1) ~4.14 ¢cm. Maksimalna je povrsina

P(10(v2 1)) =75~ 50v2 ~ 4.29 e
Za katete trokuta vrijedi:

a+b=10—c=20—10/2
ab=2P=150—1002

iz Cega se dobije a=b = 10—5v2 ~2.93 cm.

Radni centar 2: PovrSina i kateta

Potrazite pomo¢ tehnologije.

U ovom sluc¢aju ucenici nec¢e moci pogoditi o kojoj se funkciji radi. Iz grafickog ¢e prikaza ocitati da
maksimalna povrSina iznosi 4.29 cm?, a postiZe se kad je trokut jednakokra¢an i duljina katete je pri-
blizno 3 cm.

o=10/cm
P R 0 8T
a=29cm a=291cm
X: (2,99, 4,29)
Povrsina ABCA = 4,29 cm? X

&
<
&
°
o

Kako bi to rijeSila teorija?

Pravilo pridruzivanja funkcije P mozemo dobiti i bez tehnologije.
a+b+c=10=c=10—a->
¢ =100+a’ +b* —20a—20b+2ab
20a—100 = b(2a—20)
10a—50 ab 5a’—25a
= =>P=—=———
a—10 2 a—10

b
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Mozemo li viSe?

Ako ucenici znaju derivirati, odredit ¢e derivaciju

P'(a)=
a<10.

Za stacionarnu tocku @ =10—5v2 lako se vidi da je toCka maksimuma jer je derivacija pozitivna

a’ —20a+50

(b—10)2 1 stacionarne tocke a,, = 10i5\/§ od kojih 10+5\/§ nije u domeni jer je

lijevo od te tocke 1 negativna desno. Za katetu b dobivamo:
p_10a—50 100-50V2-50 o .
a—10  10-5y2-10

pa se maksimalna povrsina od P = %b =75-50+/2 cm? postize kad je trokut jednakokracni pravo-

kutni.

Ako ucenici ne znaju derivirati, ovaj se dio moze izostaviti ili rijesiti pomocu tehnologije. Dovoljno
je da ucenici Cuju da derivacija odreduje koeficijent smjera tangente na graf. Lako ¢e zakljuciti da je u
tocCki ekstrema tangenta paralelna s osi apscisom pa je koeficijent smjera, odnosno derivacija jednaka
0. Derivacija se moze odrediti u programu dinami¢ne geometrije 1 iz grafa derivacije ocCitati kad je

jednaka 0.
o=10cm
P R 0 i
a=295cm a=291cm
X: (2,99, 4,29)
Povrsina ABCA = 4,29 cm? %

O

_ 25x-5%

10-x /

1:5 \_/ | . | Jﬁ | . | | | | . | 1:0 | . | 1:5 | | |
L a=293 10y + B2 + 95,

) = 10-x + 25 .\ 5:x% +25-x a,= 17,07

Pl -1x+10  x?+(-20-x) + 100

]

Radni centar 3: PovrsSina i kut

Potrazite pomo¢ tehnologije.

U ovom slucaju ucenici ne¢e moc¢i pogoditi o kojoj se funkciji radi iako ¢e mozda pretpostaviti da je
rije¢ o kvadratnoj funkeiji ili funkciji sinus. Iz grafickog ¢e prikaza ocitati da maksimalna povrSina

iznosi 4.29 cm? i da se postize kad je mjera kuta % , odnosno kad je trokut jednakokracni.
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0=10cm
8
P R 0
6
. °
Povrsina ABCA = 4,29 cm?
2
Sn . . s
3 2 3 N 5 3 2 3 n
2
m
cCW . 77079
m/BAC = 0,79 radijani -6
A B mZBAW=0,78 radijani
-8
-10
-12
-14

Kako bi to rijesila teorija?

Pravilo pridruzivanja funkcije P moZemo dobiti 1 bez tehnologije.

C
b a
o
A p B
a=csinu
b=ccosa
csina+ccosa+c=10
10
c= -
14+ sina + cos o
p_ab_ c*sinacosa  50sinacosa
2 2 (l—i—sinOc—i—cosa)2

Mozemo li viSe?

Ako ucenici znaju derivirati, odredit ¢e derivaciju
50 (cos o —sin a)

(14sina +cos o)
jer je derivacija pozitivna lijevo od te tocke 1 negativna desno.

. . y 0 . g g :
P (a) = > 1stacionarnu tocku o = 1 za koju se lako se vidi da je tocka maksimuma

Maksimalna povrSina P[%] =75—50+/2 cm? postize kad je trokut jednakokracni pravokutni.

Ako ucenici ne znaju derivirati, ovaj se dio moze izostaviti ili rijesiti pomocu tehnologije. Dovoljno
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Optimizacija
N = :

je da ucenici Cuju da derivacija odreduje koeficijent smjera tangente na graf. Lako ¢e zakljuciti da je u
tocCki ekstrema tangenta paralelna s osi apscisom pa je koeficijent smjera, odnosno derivacija jednaka

0. Derivacija se moze odrediti u programu dinami¢ne geometrije 1 iz grafa derivacije ocCitati kad je
jednaka 0.

o=10cm
50-(sin(x)-cos(x)) 50-(cos(x) - sin(x))
P R 0 h(x)=—F—————————— =T o
(1 + sin(x) + cos(x)) (1 + sin(x) + cos(x))
Povrsina ABCA = 4,29 cm?
2L
oY 2 B S : \ - - :
i 2 ) 5 T B 3 2 3 s
2l
mZBAC = 0,79 radijani T a=0,79
y B' msBAW=0,78 radijani “T ™
T —=0,79
4
ol
sl
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