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STRATEGIJE FORMATIVNOG VREDNOVANJA U FAKULATATIVNOJ
NASTAVI MATEMATIKE

Strategije formativnog vrednovanja predstavljaju oblike aktivnosti koje nastavnicima i
uCenicima priskrbljuju informacije o ucenickom Cinjeni¢nom, konceptualnog i
proceduralnom razumijevanju matemati¢kih sadrzaja. Ovako osmiSljene strategije poticu
razvoj metakognitivnih vjestina ucenika, a lako ih mozemo implementirati u svakodnevnu
nastavu. Primarno se koriste za formativno vrednovanje (vrednovanje prije i tijekom procesa
ucenja), a na kraju procesa ucenja u svrhu reflektiranja naucenog. One poticu interes ucenika,
iniciraju matematicka istrazivanja i ohrabruju ucenike u razrednim diskusijama, te generalno

ne ukljucuju ocjenjivanje.

U nastavku slijede opisi strategija i primjeri koriStenja navedenih strategija po modulima.
MODUL: Geometrija 1

STRATEGIJA: S & N izjave (Slazem se i ne slaZzem se izjave)

Opis strategije:

Ucenici ¢e na nastavnom listi¢u dobiti odredeni broj izjava vezanih uz matemati¢ke koncepte
ili procedure koje su u fokusu nastavnog sata na kojem se primjenjuje ova strategija. U prvom
dijelu primjene ove strategije ucenici se odlucuju slazu li se ili se ne slazu s danom izjavom
ili izjavljuju da nemaju dovoljno informacija za tu odluku, pri ¢emu biraju ponudenu opciju

ovisi. U nastavku se od njih zahtijeva da svoju odluku argumentiraju.

Primjer 1.

Izjava Kako to moZemo otkriti?

1. Srednjica trokuta je paralelna jednoj stranici trokuta i

njezina je duljina jednaka tre¢ini duljine te stranice.

slazem se, ne slazem se, oVisi,
nisam siguran

Moje razmisljanje:




Srediste trokutu opisane kruznice jest sjeciSte simetrala

stranica tog trokuta.

slazem se, ne slazem se, oVisi,

nisam siguran

Moje razmisljanje:

Polozaj karakteristi¢nih to¢aka ovisi o vrsti trokuta.

slazem se, ne slazem se, oVisi,

nisam siguran

Moje razmiSljanje:

Teziste 1 srediste trokutu opisane kruznice su tocke koje

se uvijek nalaze unutar trokuta.

slazem se, ne slazem se, ovisi,

nisam siguran

Moje razmisljanje:

Svakom cetverokutu se moze opisati kruznica.

slazem se, ne slazem se, oVisi,

nisam siguran

Moje razmisljanje:




Primjer 2.

Izjava Kako to moZemo otkriti?

1. Trapez je tangencijalni Cetverokut.

slazem se, ne slazem se, ovisi,

nisam siguran

Moje razmisljanje:

2. Svi obodni kutovi nad istim lukom kruznice su jednaki.

slazem se, ne slazem se, oVisi,

nisam siguran

Moje razmisljanje:

3. Ovisno o polozaju dviju kruZnica, mogu postojati

najvise dvije zajednicke tangente.

slazem se, ne slazem se, ovisi,

nisam siguran

Moje razmisljanje:




4. Potencija tocke s obzirom na kruZnicu ne ovisi o izboru

te tocke.

slazem se, ne slazem se, oVisi,

nisam siguran

Moje razmisljanje:

STRATEGIJA: Vrijedi uvijek, nekad ili nikad
Opis strategije:

Strategija Vrijedi uvijek, nekad ili nikad podrazumijeva listu izjava koju ucenici pregledavaju
i odlucuju vrijedi li dana izjava uvijek, nekad ili nikad. Ova strategija je korisna za otkrivanje
generaliziraju li ucenici ispravno svojstva vezana uz pojedine matematicke koncepte.

Takoder, trebaju opravdati svoj odabir korektnom matemati¢kom argumentacijom.

Primjer 3.

1. Kod pravokutnog trokuta, ortocentar se

nalazi unutar trokuta. Navedite primjere.

Duvijek DOnekad 0O nikad

2. Mjera obodnog kuta jednaka je mjeri
dvostrukog srediSnjeg kuta nad istim
lukom.

Navedite primjere.

DOuvijek DOnekad 0O nikad

3. Srediste trokutu upisane kruznice jest

sjeciste simetrala stranica tog trokuta. Navedite primjere.

Duvijek DOnekad 0O nikad




4. 1z dane tocke izvan kruznice mogu se Navedite primjere.

konstruirati dvije tangente na tu kruznicu.

DOuvijek DOnekad 0O nikad

5. Centralna simetrija je poseban slucaj Navedite primjere.

rotacije.

DOuvijek 0DOnekad 0O nikad

MODUL.: Geometrija 2
STRATEGIJA: Karta migracija
Opis strategije:

Karta migracija je brzi na¢in za dobivanje vizualnog dojma o uceni¢kom razmisljanju i o
razini povjerenja u vlastite ideje. Nastavnik najprije s ucenicima dogovori nacin
pozicioniranja u ucionici. Odredit ¢e se dijelovi ucionice gdje ¢e se smjestiti ucenici koji se
odluce za pojedini odgovor te ¢e svojim pozicioniranjem (npr. blize prozoru) odati 1 razinu
sigurnosti u svoj odabir. Nakon toga, ucenici dobiju nastavni listi¢ sa zadatkom koji ¢e
samostalno rjeSavati. Smjestajuci se u odredeni dio ucionice ucenici tvore fizicki graf iz kojeg

se moze ocitati valjanost 1 razina sigurnosti u¢enickog odgovora.

Primjer.

1. Presjek kocke ravninom ne moze biti:
a) Trokut
b) Pravokutnik
c) Sesterokut

d) Sedmerokut

2. Tijelo koje ne moZemo presjeci ravninom kroz sve njegove strane jest:




a) Tetraedar
b) Ikozaedar
¢) Dodekaedar
d) Heksaedar

3. Presjek Cetverostane piramide ravninom ne moze biti:
a) Trokut
b) Peterokut
¢) Sesterokut

d) Cetverokut

MODUL: Funkcije 1
STRATEGIJA: Razvrstaj kartice
Opis strategije:

Strategija Razvrstaj kartice je aktivnost u kojoj ucenici rade u skupinama. Suradujuci, ucenici
razvrstavaju dane kartice na kojima mogu biti slike, brojevi, simboli ili rije¢i. Razvrstavaju ih
prema uocenim ili zadanim svojstvima, koriste¢i svoje prethodno znanje o matematickim
konceptima i1 procedurama. Takoder, ucenici trebaju argumentirati 1 opisati po kojem su

kriteriju radili razvrstavanje kartica, ukoliko on nije unaprijed zadan.

Primjer.




MODUL.: Funkcije 2
STRATEGIJA: Izbaci uljeza
Opis strategije:

Ova strategija podrazumijeva kombinaciju naizgled slicnih matematickih objekata, brojeva,
simbola, slika ili termina izazivaju¢i pritom ucenike na izdvajanje onog koji se nekim

svojstvom ili izostankom svojstva razlikuje od drugih.




Primjer.

1. skupina kartica

f(x) = 5x3 — 2x?

f'(x) = 8x% — 4x

2. skupina kartica

+4 g'(x)
X
gx) = 3 — 1 B 1 _ 13
R\ {_4, 5} -
3. skupina kartica
2x3 +1 , )
@ === | Du=R\ {0} Hoo =22

x3




4. skupina kartica

5 f 5(3x + 4
D; =R\ {~2,0} | i (x) = —x?,((xx—:z))z

MODUL.: Matrice i vektori
STRATEGIJA: Kreiraj zadatak
Opis strategije:

Strategija Kreiraj zadatak je oblik aktivnosti u kojoj ucenici umjesto rjeSavanja problema
kre¢u od zadanog brojevnog izraza, jednadzbe, nejednadzbe, grafa ili slike i pokuSavaju

kreirati tekstualni zadatak koji odgovara toj situaciji.

Primjer.

3 2)(x 7
U matri¢énom obliku sustav ima oblik E 9 2}( j = [11} . Kreirajte i rijesite tekstualni
- y

zadatak koji odgovara danom sustavu.

MODUL.: Modeliranje
STRATEGIJA: Svaki graf ima svoju pricu
Opis strategije:

Primjenom ove strategije otkriva se uceniCka sposobnost za smislenu interpretaciju raznih

grafickih prikaza. Istrazivanja pokazuju da ucenici svih uzrasta ¢esto pogresno dozivljavaju i
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interpretiraju graficke prikaze kao doslovne slike situacije. U¢enicima je dan graficki prikaz i

realni kontekst te se od njih zahtjeva osmisljavanje price koja mu najbolje odgovara.

Primjer.
Dani graficki prikaz prikazuje zapreminu zraka u plu¢ima zdrave odrasle osobe t sekundi po

izdisaju. Interpretirajte ga u terminima ljudskog disanja na segmentu [0,8].

2\

0.8+
0.6+
0.4+

0,2+

—tttt—t >
2 4 6 8 10t

Takoder, interpretirajte ga u matematickom kontekstu grafova trigonometrijskih funkcija.
Odredite domenu i kodomenu, maksimalnu i minimalnu vrijednost funkcije, period te u

konac¢nici matemati¢kim simbolima zapiSite pravilo pridruzivanja funkcije.

MODUL.: Statistika i vjerojatnost
STRATEGIJA: Izbaci uljeza
Opis strategije:

Ova strategija podrazumijeva kombinaciju naizgled slicnih matematickih objekata, brojeva,
simbola, slika ili termina izazivajuéi pritom ucenike na izdvajanje onog koji se nekim

svojstvom ili izostankom svojstva razlikuje od drugih.
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Primjer.

1. skupina kartica

2. skupina kartica

3. skupina kartica

p
-

MODUL.: Financijska matematika
STRATEGIJA: Nekad sam mislio, sada znam
Opis strategije:

Ova strategija trazi od ucenika da usporede, verbalno i u pisanom obliku, svoje ideje s

pocetka nastavnog sata ili s pocetka etape otkrivanja matematickog koncepta, sa saznanjima



do kojih su dosli do kraja nastavnog sata ili etape. UCenici ¢e nadopunjavati reCenicu "Nekad

sam mislio/la , a sada znam

Primjer.

Nadopunite recenice:

Nekad sam mislio da se zatezna kamata obraCunava ... , sada znam ... .
Nekad sam mislio da banke kamatu obracunavaju ..., sada znam ... .
Nekad sam mislio da je kamatna stopa ..., sada znam ... .

MODUL.: Teorija grafova

STRATEGIJA: Suglasni krugovi

Opis strategije:

Ova aktivnost osigurava fizicki model kojim ¢e ucenici aktivirati svoje misljenje i ukljuciti se
u razredne diskusije braneci svoje ideje. Ucenici formiraju veliki krug, a ucitelj ¢ita izjave.
Ucenici koji se slazu s izjavom zakorace u srediSte kruga, dok oni koji se ne slazu ostaju na
mjestu, tj. na rubu kruga. Zatim nastavnik grupira u¢enike u manje skupine od 3-5 ucenika u
kojima su zastupljeni ucenici razli¢itog misSljenja. Slijedi rasprava u kojoj svaki ucenik brani
svoje miSljenje argumentirajuci i obrazlazuci svoje ideje. Postupak se ponavlja nekoliko puta.

Za svaku novu izjavu ucenici ispocetka formiraju veliki krug.

Primjeri izjava.

Graf u kojem postoji put izmedu svaka dva vrha zove se multigraf.

Staza je Setnja bez ponovljenih bridova.

Eulerov ciklus je jednostavan ciklus koji sadrzi sve vrhove.

Stupanj vrha je broj bridova s kojima je vrh spojen, tj. koji su incidentni vrhu.
Kod tezinskog grafa barem jednom bridu je pridruzen neki broj.

Jednostavan graf ima samo jednu petlju.

Put je Setnja U kojoj su svi vrhovi razliciti.

MODUL.: Optimizacija

13



STRATEGIJA: Dodaj problem
Opis strategije:

Ova strategija osigurava priliku aktiviranja svakog ucenika i razmjene uc¢enickih ideja, kao 1
ispitivanja njihove valjanosti. Primjena strategije zapocinje postavljanjem problema i
organiziranjem rada u paru, gdje se ucenici upoznaju s problemom te biraju strategiju,
odnosno razli¢ite matematicke pojmove i postupke koje ¢e koristiti pri rjeSavanju problema.
Svaki par u¢enika radi na problemu dok ucitelj ne da znak za dodavanje problema, odnosno
predavanje papira, na kojem su zapoceli rjeSavanje paru ucenika koji sjedi ispred ili iza njih.
Taj ¢e par ucenika analizirati djelomicno rjesenje koje je dano na papiru, utvrditi efikasnost
koriStene strategije i valjanost provedenog matemati¢kog racuna, izvr$iti nuzne izmjene ili

dopune te ¢e do kraja rijesiti postavljeni problem ne ignorirajuci prethodni rad.

Primjer.

Zadatak 1. iz aktivnosti Linearno programiranje. Ucenici jedne Skole odlucili su sakupiti
novac za napustene zivotinje prodajom majica i privjesaka s likom neke Zivotinje. Majice ¢e
ih kostati 20 kn po komadu, a privjesci 5 kn po komadu. Na majicama planiraju zaraditi 20
kuna, a na privjescima 8 kuna po komadu. Odlucili su uloZziti minimalno 450 kuna, a s
obzirom na iskustvo od prosle godine moraju naruciti barem 20 privjesaka. Kako se nisu na
vrijeme predbiljezili za kupnju, du¢an u kojem su narucili, ne moze im dostaviti vise od 60
komada Zeljene robe. Koliko bi komada majica, a koliko komada privjesaka ucenici trebali

naruciti kako bi njihova zarada bila Sto veca?

Literatura:

1. Soldi¢, D., Diplomski rad: Strategije formativnog vrednovanja u nastavni matematike u

osnovnoj I srednjoj skoli, 2014., PMF — Matematicki odjel, Zagreb.

2. P. Keeley, C.R. Tobey, Mathematics Formative Assessment: 75 Practical Strategies for

Linking Assessment, Instruction, and Learning, Corwin Press & NCTM, 2011.
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PRIMJERI PISANIH ISPITA ZA SUMATIVNO VREDNOVANJE NA KRAJU
MODULA

Ispit 1
Geometrija 1

1. a. Konstruirajte jednakokracan trapez s ve¢om osnovicom duljine 3 cm i jednim
kutom od 60° . Koliko ima rjeSenja?
b. Konstruirajte jednakokracan trapez s veCom osnovicom duljine 3 cm i jednim
kutom od 60° u koji se moze upisati kruznica. Opisite konstrukciju.
Koliko ima rjesenja?
c. Izraunajte opseg trapeza zadanog u b. zadatku.

d. Izracunajte povrsinu trapeza zadanog u b. zadatku.

2. Lucija izraduje privjeske od Zice u obliku jednakostrani¢nog trokuta stranice duljine
a. U trokut su upisane tri sukladne kruznice koje se medusobno dodiruju, a svaka od
njih dodiruje i po dvije stranice trokuta. Izracunajte duljinu zice koja je potrebna za

izradu jednog privjeska?

3. a. Duljina osnovice jednakokracnog trokuta je 60 cm, a polumjer upisane kruznice 15
cm. Izracunajte povrSinu trokuta.
b. U kojem omjeru diraliste kruznice dijeli krak trokuta?

4. Kroz proizvoljnu tocku u danom trokutu povucene su paralele sa stranicama. Tako su

dobivena tri manja trokuta ¢ije su povrSine P;, P, i Ps3. Kolika je povrSina tog

trokuta?

5. Noziste visine na hipotenuzu dijeli tu hipotenuzu na odsjecke 25.6 cm 1 14.4 cm.
a. Izracunajte povrsinu upisanog kruga tom trokutu.
b. Ako je tom trokutu opisana kruznica, odredite duljine njezinih lukova nad

katetama.

15



Ispit 1 rjesenja

1. a. beskona¢no mnogo, 0 <b < 3cm.

b. rjesenje je jedinstveno, na stranicu a duljine 3 cm nanesemo kutove od 60° s obje

strane. SjeciSte simetrala tih kutova srediste je kruznice upisane u trapez.

Cc

Trapez je jednakokracan, pa je x = %, odnosnog = %, a kako je trapez
tangencijalan, to je 2b = a + c.

Dakle,

2b=a+c,2=""ia=3,odakle je

zbb:33—+cc} = ° _bZ:C 3=—36+ C} = b3==33—cc} = Z Z é}

Slijedi,
O=a+2b+c=8cm.

d. Visinu h izracunat ¢emo iz pravokutnog trokuta AAED:

h=bsin60°=b2—\/§=%§=\/§. PzaTJrc-h=2\/3_cm2
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2. Nekaje x udaljenost od vrha trokuta do diralista kruga upisanog u taj trokut.
Tada je a = 2r + 2x.

Kako je ; = ctg30°,toje x = V3, pajea = 2r(1++3), odakle je r = —Z(Vgﬂ)’
odnosno r = @.

X r
r
30°

o=3a+30 o0=3a+3-2rx o=3a-+

3a(J§—1);z

3. a. Lnadin

Kako je, prema skici,

tgl=r_-1_1
9;7T=5,7 32
2
a =53.13°,
a-bsinag 60-50-sin53.13° , i je prema formuli za tangens dvostrukog
P= = =1200cm”.
2 2
kuta
B 2tgs B 2%_4
R A re: S Y
Iz 7 = tga slijedi h = 40 cm, paje P = 2+ = 22 = 1200 cm?.
2

17



A

IL.nacin
Neka je AB = a osnovica, AC = BC = b krak i CD = h visina na osnovicu, O
srediSte upisanog kruga.
1z sli¢nosti trokuta AOCE i ABCD slijedi
a b—-30 h .
xX:r = h.;,odnosnol—5 =55 Paje 2(b —30) = h.

Povrsinu trokuta AABC izra¢unat ¢emo na dva nacina:

ra br 15-60
DP=—+2—=

> > +b-15 =450+ 15b

_,)P_ah_60-2(b—30)
L —2— >

= 60(b — 30)

Rjesavanjem jednadzbe 450 + 15b = 60(30 — b) slijedi b = 50 cm.

Dalje je P = 450 + 15 - 50 = 1200 cm?.

b.
C
y
b
h
X S
A a=60cm B

18



x=%=30, y=b-x=20, x:y=3:2
4. Trokuti AMB{B, ,AA;MA, i AC,C;M su sli¢ni trokutu AABC jer su im svi
odgovarajuci kutovi sukladni (kutovi s paralelnim kracima).
Akoje CB =a, B,M =a,, A,A; =a, i MC, = as, prema uvjetu zadatke slijedi
al + az + a3 = a.

Povrsine sli¢nih trokuta odnose se kao kvadrati odgovarajuéih stranica, pa je

P, a? P-a? a,
F=?=>P1=—a2 ﬁJFl:;\/ﬁ (D
P, a3 P-as a,
Pom =g 2R=P @
P; a} P-a3 as
et el ®
1z (1), (2) i (3) slijedi \/Pr+/P; + /Py = VP (L122%),
Odnosno,
2
C
B
A,
B; Ay
AT C, C B

5. a. Lnacin
Neka je D noziste visine iz vrha B na hipotenuzu AC ,AD = 14.4cm i DC = 25.6 cm
i neka je r polumjer upisane kruznice trokutu AABC. Tada iz sli¢nosti trokuta

AADB i AABC slijedidaje AB : AD = AC : AB, odnosno AB? = AD - AC , a iz
sliénosti trokuta ABCD i AABC slijedidaje BC : DC =AC : BC ,odnosno BC? =

C-AC.
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Kako je

Povrsinu trokuta moZemo izraunati na dva nacina:

AB-BC
2

P = =384 cm? ili P = rs.

Slijedi, r = 8 cm, a povrsina kruga je P = r?m = 641 cm?.

II.nac¢in

Kad se izradunaju stranice AB i BC, prema oznakama na skici (AE = x, EC = y)

imamo:
x+r =24 x+r =24
y+r=32; = x+y+2r=56; = r=8cm.
x+y =40 x+y=40

. . . AC . AB
b. Polumjer opisane kruznice je r, = T =20cm, siny = E = y=36°52',

§ =2y =73°44"

r 7o 0 r
|, = 2 =827 cm, I, = -1, = 02”—|1=11.87zcm

20



Ispit 2
Geometrija 2

1. Zaokruzite jesu li sljedeée tvrdnje tocne ili netocne.

1. Presjek kocke i ravnine ne moze biti peterokut.

T N

2. Presjek pravilne Cetverostrane piramide 1 ravnine moze biti trapez.
T N

3. Nogometna lopta je Platonovo tijelo.
T N

4. Za Arhimedova tijela vrijedi Eulerova formula.
T N

2. Povezite tijela i njihove mreze

21



A

3. Zadana je kocka ABCDEFGH sa stranicom duljine a. Toc¢ke P, Q, R pripadaju

njezinim bridovima kao na slici.

H R G
—0

N O

e
(o8}

A

a. Skicirajte presjek kocke i ravnine PQR, ako su P i Q polovista pripadajucih
bridova, a R dijeli duzinu HG u omjeru 1 : 3 od vrha H.
b. IzraCunajte povrsinu presjeka kocke i ravnine PQR, ako su P, Q i R polovista

pripadajucih bridova.

22



4. Odredite oplosje i obujam tijela sa slike.

5. Prema nekim su teorijama velike piramide u Egiptu zapravo sletista za svemirske
brodove kao na slici. Brodovi su oblika Suplje piramide tako da se mogu spustiti na
Keopsovu piramidu i potpuno ju prekriti. Odredite obujam broda ako je ,,debljina*
njegove boc¢ne strane 30 metara. Visina Keopsove piramide je h = 146.72 m, a osnovka
kvadrat duljine stranice a = 230.36 m.

23



Ispit 2 rjesenja

a. Presjek kocke i ravnine ne moze biti peterokut. Netocno
b. Presjek pravilne etverostrane piramide i ravnine moze biti trapez. Tocno
c. Nogometna lopta je Platonovo tijelo. Neto¢no

d. Za Arhimedova tijela vrijedi Eulerova formula.To¢no

1D, 2A, 3B, 4C

a. Presjek kocke i ravnine PQR, ako su P i Q polovista, a R dijeli duzinu HG u omjeru
1:3,o0dvrhaH.

_--" !
H R-_- 5
p— /
_A /
-7 1 /
= - | /
N - S A B o
gm0 = - | 7
AN I E /
N 1 !
AN 1 /
N
N | U
/
AN ! /
R 1 /
N : /
/
T N DI / C
A (SRS Sp— —
N /
/
N
27N
- - // Q
N 1
A P B/
N !
N /
. /
N
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N
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b. Povrsina presjeka kocke i ravnine PQR, ako su P, Q i R polovista pripadajucih

stranica.

? jZﬁ_3a2J§

G
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4. Oplo§je i obujam tijela sa slike.

1
0=11-7+2-7+3:7+2:7+4-7+-2:4
7+ 2
1
-(4-11—3-2—1-42-71)
= 230 + 6w ~ 248.85

1
V=4-11-7—3-2-7—Z427r-7=266—281T
~ 178.04

5. ,,Debljina“ bo¢ne strane broda je 30 metara. Visina Keopsove piramide je h = 146.72 m,

a osnovka kvadrat duljine stranice a = 230.36 m.
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Iz sli¢nosti trokuta VMH 1 QNV slijedi:

y 30
v @
2
y 30

—="
n+(z) 2

a
—_ 2 _
y = h? + (2)
4 ©
X L
__o0 146.722 + (230'36)2 = 48.58
Y = 23036 ' 2 ) Trewem
hbroda =h+ y
Rproda = 146.72 + 48.58 = 195.30 m
a+2x = Aproda
Iz sli¢nosti trokuta HNL i VNQ slijedi:
hbroa Aprod hproa
T};’ ¢ = Z’ LS Aproga = a- T; £ =306.63m

1 1
V= 3 (aproaa)*hproda — gazh = 3525561.45m3
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Ispit 3

Funkcije 1
. Slika prikazuje graf funkcije f.
[
X=-1 10-y | x=3
|
| ° |
| & |
| [
| [
Il 6 |
| |
| °1 |
(-0.8, 4) 4 4. |
: 31 : (4,2.4)
Y |
I I L D Al A N I A O |_1_(0’1_'3)__| ____________
! 0\ | X
1110 9 8 7 6 5 4 3 ANh |01 Y4 5 6 7 8 9 10 1
-1 !
)\Iz_ |
| |
| 31 |
| 4] |
| |
| 51 |
| 6 |
- |
|
,8. I
94 |
10 A !
1. Ispunite slijedecu tablicu:
X -2 4 0
f(x) 4 1
2. Odredite:
a. domenu funkcije f
b. sliku funkcije f
c. nultocke funkcije f
d @)
e. f(2)-3
f. 2'®

27




3. Zaokruzite to¢an odgovor na postavljena pitanja.

a. Je li funkcija ¢iji graf predstavlja slika injektivna? DA -NE
b. Predstavlja li slika graf neke eksponencijalne funkcije? DA - NE
c. Jesu li za x > 2 vrijednosti funkcije uvijek negativne? DA - NE

f(x)
4. Koristeci sliku rijesite nejednadzbu (Ej -1<0.

RjeSenje:

I1. Povezite grafove, formule 1 tvrdnje.

Upute: U prazna polja uz graf upisite slovo odgovarajuce formule i tvrdnje. Neke od tvrdnji

moZete povezati s vise grafova.

1. 2.
51y f g 5 y
4

4
3
3 3
1 2
0 X 1
5 4 3 -2 4 o1 2 3 4 5 6 7 8 B x
! 8 -7 6 -5 4 -3 -2 1 01 2 3 4
2 -1
5 ,
Formula: Tvrdnja: Formula: Tvrdnja:
3 4.

5
4
3
2

! o

x
13 -12 -1 10 9 : 7 L] 5 >4 L 1 2 3 4 5 L] 7
. " A Tv

3

5
4
3
2
1
0 X
1 2 3 4 6
1 \

-5

Y ob b A b

6

=]

Formula: Tvrdnja: Formula: Tvrdnja:
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Formula: Tvrdnja:
Formule:
A f(x)=—(x-4)
B. f(x)=%(x2—7x+10)(x2+x—12)
2
C. 1= (x—1)(x +5)
D. f(x)=x"-2x°
E.  f(x)=x(x+8)+16
F. f(x) =cos(x+2)-1
2
R O PR
H  f(x)=(x-4)
l. f(x)=x*+8x-16
J. f(x)=sin(x+2)-1

29

Tvrdnje:

. Funkcija ima samo jednu

nulto¢ku kratnosti 2.

. Funkcija je periodi¢na.

. f(=2)+1>0

. Funkcija nije injektivna.

. Funkcija je definirana za

sve realne brojeve.



I11. Slike prikazuju graf y = g(x) .

1. U istom koordinatnom sustavu 2. U istom koordinatnom sustavu
nacrtajte i oznacite graf: nacrtajte 1 oznacite graf:
a. y=-9(x) a. y=9(2x)
b. y=9g(x)+3 b. y=g(x-4)
9 Iy 9 |y
1 1
1 1"
g9 a
8 B
[ ]
3 3
2 2
0 TN\ 0 N\
7 8 5 4 3 2 1 |0 1 N_374 5 7 8 9 17 8 5 4 3 2 1 o 1 N_3S4 5 7
1 -1
3 3
6 -6
g -9

IV. Rijesite slijedece zadatke.

1. Skicirajte grafove funkcija f(x) =e®*™ i g(x) = In(ax +b) gdje su a i b neki

pozitivni realni brojevi.

Odredite sjecista nacrtanih grafova s koordinatnim osima.

Jesu li funkcije medusobno inverzne?
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v
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L - I T S R R

2. Koliko realnih rjeSenja ima jednadzba 2)(;32 =27
X°+ X —

3. Tvrtka koja proizvodi drvene stolice ima fiksne dnevne troskove od 1 500 kn i ukupne
troSkove od 66000 kn za 150 proizvedenih stolica dnevno.
a. Ako je ukupni dnevni troSak linearno povezan s dnevnom proizvodnjom
stolica napiSite pravilo pridruZivanja funkcije koja opisuje trosak.
b. Koliki je mjesecni troSak proizvodnje ako se tijekom mjeseca sa 20 radnih
dana proizvede 180 stolica dnevno?
C. Izrazite formulom prosjecni troSak po proizvedenoj stolici u jednom danu.

d. Skicirajte graf funkcije prosjecnog troska.

Kojoj vrijednosti tezi prosjecni trosak kad dnevna proizvodnja raste?
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Ispit 3 rjesenja

1.
X -2 -0.8 4 0 nije u 3
domeni
f(x) 0 4 24 1.3 1 nije def.

2.
a. domena funkcije f: R\ {-13}
b. slika funkcije f: R\ {1}
c. nultocke funkcije f : (-2,0), (2,0)
d f'(4)=-08
e. f(2)-3=-3
f. 2'®W=224=528

3.
a. Je li funkcija €iji graf predstavlja slika injektivna? DA —
b. Predstavlja li slika graf neke eksponencijalne funkcije? DA —
c. Jesu li za x > 2 vrijednosti funkcije uvijek negativne? DA —

f(x)
4. Koristeci sliku rijesite nejednadzbu (Ej -1<0.

Rjesenje: X € (—oo,—2]u(-1,2]U(3,4+)

Il. Povezite grafove, formule 1 tvrdnje.

Upute: U prazna polja uz graf upisite slovo odgovarajuce formule i tvrdnje. Neke od tvrdnji

moZete povezati s vise grafova.
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1

13121110937(55(Iﬂ_l—v\12345e?

e - & @ B oo

51y 5 y
4
4
3
2 3
1 2
0 X 1
5 -4 1 2 3 4 5 ] 7 8
4 0 x
8 7 2 1 o1 4
2 -1
. .
Formula: Tvrdnja: Formula: Tvrdnja:
A c,e E a,cde
6. 7.
¥ Y

y/?——s—t—s—z—w 12

I R A

Formula:
C

Formula:
J

Tvrdnja:
b,d.e

=3

Formula:
B

Tvrdnja:
de
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1.
y=-9(x) y=9(x)+3

2.
y=9(2x) y=g9(x-4)

v
'
'
"
1
9 8
B B
7 7
6 [
5 5
4 4 1)
3 3
2 2
' 1
i x g N
8 7 6 & 4 3 2 1 |o 1 3 B 9 10 11 12 A I8 8 Ay 11on
4
1
2
-2
-3
3
4 (2
4
5
5
-8
-8
-7
7
8
K
-8
-8
-10
-10
-1
1
12
1
-13
-1
flz) = et

IV. Rijesite slijedece zadatke.

1. Skicirajte graf funkcije

f(x)=e™" i g(x) =In(ax+b)

gdje su a i b neki pozitivni realni

brojevi.

Odredite sjecista grafova s

koordinatnim osima.

fi (0%, 9 (=2,0)

Je su li funkcije medusobno

inverzne? NE

(0,Inb)

glx) = nfax + )

34
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X+3

2. Koliko realnih rjesenja ima jednadzba ——— =2"?

X2 +XxX—2

Napomena: Ovisno o uvjetima moze

Jednadzba ima 2 rjesenja.

a. Jednadzba funkcije koja opisuje trosak: f(x)=440x+1500, gdje je x broj

proizvedenih stolica

b. Mjesecni trosak proizvodnje ako se tijekom tog mjeseca za 20 radnih dana

proizvede 180 stolica dnevno?
C. Prosjecni trosak po

proizvedenoj stolici u

jednom danu:

1) = X _ 440, 199
X X

d. Skicirajte graf funkcije

prosjecnog troska.

se od ucenika traZiti da umjesto skice

1 614 000 kn

koriste graficki kalkulator ili

racunalo.

e. Prosjecéni trosak kad dnevna proizvodnja raste tezi iznosu od 440 kn.
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Ispit 4

Modeliranje

U jednakostrani¢ni trokut duljine stranice a upisan je pravokutnik ¢ija je jedna stranica na

stranici trokuta, a dva ostala vrha pripadaju po jednoj od ostalih dviju stranica. Koji od takvih

pravokutnika imaju najvecu povrsinu?

€)

f)
9)

h)

)

Kreirajte novi SketchPad dokument ImePrezime.gsp.

Prepisite tekst zadatka.

Kreirajte geometrijski model.

Mjerite duljinu stranice pravokutnika koja lezi na stranici trokuta i povrSinu
Cetverokuta. Tabelirajte izmjerene vrijednosti i ucrtajte ih u koordinatni sustav.
Pretpostavite funkcijsku ovisnost zadanih veli¢ina. Nacrtajte graf funkcije koji joj
odgovara koriste¢i klizacCe.

Ocitajte 1 zapiSite maksimum funkcije.

U kojem su odnosu maksimum funkcije i duljina stranice trokuta? Za koji pravokutnik
je povrsina maksimalna?

Otvorite novu stranicu dokumenta. Kopirajte konstruirani jednakostrani¢ni trokut i
njemu upisan pravokutnik. Izrazite povrSinu pravokutnika kao funkciju jedne
varijable (duljine stranice pravokutnika koja leZi na stranici jednakostrani¢noga
trokuta kojem je pravokutnik upisan). Svoja razmis$ljanja ilustrirajte 1 zabiljezite.
Kada je povrsina pravokutnika maksimalna? Podudara li se rezultat s rjeSenjem pod
9)?

ZavrSeni uradak predajte nastavniku u elektronskom obliku.

Napomena

Za testiranje mogu biti koris$tena i dva dodatna zadatka (Primijenite nau¢eno) iz vjezbenice,

ukoliko nisu obradena u redovnoj nastavi.
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d)

Ispit 4 rjeSenja

€ The Geometer's Sketchpad - [PeroHorvat] - e
€| File Edit Display Construct Transform Measure Mumber Graph Window Help -5 x

L U jednakostrani¢ni trokut duljine stranice a upisan je pravokutnik ¢ija je jedna stranica na stranici trokuta, a dva
ostala vrha pripadaju po jednoj od ostalth dviju stranica. Koji od takvih pravokutnika imaju najveéu povriinu?

ENPBNO -

v

€ The Geometer's Sketchpad - [PeroHorvat] - X
@ File Edit Display Construct Transform Measure Mumber Graph Window Help _&x

U jednakostraniéni trokut duljine stranice a upisan je pravokutnik ¢ija je jedna stranica ha stranici trokuta, a dva
L3 . ostala vrha pripadaju po jednoj od ostalih dviju stranica. Koji od takvih pravokutnika imaju najveéu povrsinu?
AB=285cm Area ABCD = 4,98 cm*
4B Area ABCD
129 cm | 401 cm? T Ry
- €
. 4.91 cm* °
5.09 cm® K ®

4,60 em® +

2,65 cm?
1,40 em?

3,73 cm? ®

5.00 cm?
473 o e -

3,46 cm®

1,15 em®
1.88 cm® 2
3,76 em?
4,98 cm?

ON>RNO -

v

5,13 em?
4.71 em®
3.88 cm?
311 cm?

2.31 cm®

4,92 cm® T

4,98 cm™ v
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€ The Geometer's Sketchpad - [PeroHervat] - X

€| File Edit Display Construct Transform Measure Mumber Graph Window Help -8 x
U jednakostraniéni trokut duljine stranice a upisan je pravokutnik ¢ija je jedna stranica ha stranici trokuta, a dva "
L , ostala vrha pripadaju po jednoj od ostalih dviju stranica. Koji od takvih pravokutnika imaju najveéu povrsinu? e a=-087
. AB=12,85cm Area ABCD = 4,98 cm® ol — 2 000 4 b=4n
AB | Area ABCD o =013
@ 129cm | 401 cm? T fx)=axt+bx+c
193 cm | 491 cm?
/ D C 2.64cm | 500 cm? !
b 322cm | 4,60 cm?
ﬁ 413 cm | 2,65 cm?
b 1 B 45lem | 1,40 cm?
A 37lem | 373 cm?
283 em | 500 cm®
4 t P —t e | 4Bem® [ — t *—t+— t ! t — [ — L
1L.04cm | 346 cm?
@ 029 cm | 115 em?
0.50cm | 1,88 cm?
} 1.18cm | 3,76 cm?
20l cm | 4,98 cm?
246cm | 513 cm?® run
3.13cm | 471 cm?
3.63cm | 388 cm?
396cm | 311 em? el
424cm | 231 cm?
292cm | 492 cm?
2.85cm | 408 cm? el v
< >

f)

g) Mjerena duljina stranice pravokutnika koja daje pravokutnik maksimalne povrSine odgovara
polovini duljine trokuta kojem je pravokutnik upisan.
h)

Oznac¢imo |AB|=x i [BC|=y.

4 Tadaje Pgep =XV
Zbog ANMV ~ ABMC vrijedi
a ax
5 . 2 _2 2., V=%

a3y ?
2

4 ¥ 3 M Kona¢no, P(x):—%xﬁ?ax.

: . o a
Maksimum funkcije postize se X, = —
2
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J3(a-x)
2

i) PovrSina upisanog pravokutnika maksimalna je za x = % , 0dnosno y = , gdje je x

duljina stranice pravokutnika koja lezi na stranici jednakostrani¢noga trokuta, a y duljina

druge stranice. Dobiveni rezultat priblizno se podudara s onim pod g), kao $to i priblizno
odgovaraju parametri trazene kvadratne funkcije, a uzimajuci u obzir duljinu stranice
konstruiranog jednakostrani¢nog trokuta. Eventualna odstupanja mozZemo pripisati

(ne)preciznosti njihova odredivanja pomocu klizaca.
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Ispit 5

Statistika i vjerojatnost

1. Pomoéu Pascalovog trokuta odredite 113 i 11°. Prikazite Pascalov trokut i rad.

2. Dane su liste bodova na probnoj drzavnoj maturi iz matematike za ucenike 4.a 1 4.b
razreda. Ukupno je ostvarivo 60 bodova.
4.a
42,40, 24,19, 48, 20, 39, 41, 24, 31, 31, 33, 18, 47, 38, 36, 25, 22, 16, 22, 24, 21, 36,
27,27, 22, 25, 26, 19, 22, 23, 37, 21, 42
4.b
29, 41, 28, 18, 25, 33, 32, 13, 39, 8, 53, 19, 28, 7, 29, 18, 25, 20, 55, 18, 37, 25, 18,
23, 32, 30, 46, 18, 19, 17, 24, 27, 40

a. Pomocu grafickog kalkulatora odredite Sest statistickih vrijednosti: aritmeticku
sredinu, minimum, donji kvartil, medijan, gornji kvartil, maksimum, za svaki od

razreda te dopuni tablicu vrijednosti.

Razred | Aritmeticka | Minimum | Donji | Medijan | Gornji | Maksimum

sredina kvartil kvartil

b. Svaki se razred ocjenjuje zasebno. Razredni kriteriji su takvi da je: 25% najbolje
rijeSenih testova ocjena vrlo dobar ili odli¢an. Dok je najboljih 12% testova
ocjena odlican (5). Odgovorite na pitanja i obrazlozite odgovore!

I. 1z kojeg je razreda odabrani ucenik ako je ostvario 41 bod i dobio ocjenu odli¢an?

ii. Neka za oba razreda vrijedi da su nedovoljnom ocjenom ocijenjeni svi ucenici
koji su postigli 20 ili manje bodova na testu probne drzavne mature. Koliko je
nedovoljnih ocjena u 4a, a koliko u 4b?

iii. Ocjene dovoljan i dobar u oba razreda su podijeljene tako da donja polovica
preostalih u¢enika dobije ocjenu dovoljan, a druga polovica ocjenu dobar.
Smatrate li da je ovakav nacin ocjenjivanja ucenika pravedan? Argumentirajte

svoj odgovor. Predlozite pravednije ocjenjivanje.
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3. Ivai Evaigraju poker. Nijedna nije bas vjeSta pa nisu sigurne na koje kombinacije
karata da se klade. U poker Spilu nalaze se 52 karte. Karte redom idu As, 2, 3,4, 5, 6,
7, 8,9, 10, Decko, Dama, Kralj, (AS), u svakoj od ¢etiri boje: Herc w, Karo o, Tref
&, Pik &. Odnosno As moze predstavljati 1 (prvu kartu po redu) ili posljednju kao

najjacu. Dobitne kombinacije (0d 5 karata) donose odredene bodove na slijedeci

nacin:
Ruka Opis Primjer

Skala u boji 5 karata zaredom u istoj boji AAS A2A3A445

Poker 4 karte iste jacine (+1 bilo koja) | aQ%QeQvQ ¢10

Ful Tris i par; 3 karte iste jaCine + 2 | wJ&JaJ (tris) %4 w4(par)
iste jacine

Boja (fles) 5 karata u istoj boji vAsviv5v9vK

Skala 5 karata zaredom — nije bitna v10%JAQAaKWAS
boja

Tris 3 karte iste jacine (+2 bilo koje, | A9%9e¢9 #8a5
ali razl. jacine)

Dva para Dva para karata istih ja¢ina (+1 | 10410 ¢ KaK &4
bilo koja razl. jacine)

Jedan par Par karata iste jacine(+3bilo AQeQ %10a245
koje razl. jaine)

Jaka karta Nijedna od navedenih ®»AsaKe10a3v6
kombinacija prije

a. [Evasmatra da je vjerojatnije da ¢e dobiti Ful, dok Iva misli da je vjerojatnije dobiti Boju.
Koja je u pravu? Obrazlozite odgovor i argumentirajte raGunom.

b. Ivase sjetila da joj je brat rekao da Skalu u boji skoro nikad nece dobiti i da je Poker 10
puta vjerojatniji nego Skala u boji. Je li Ivin brat pretjerao ili umanjio vjerojatnost

dobivanja Pokera u odnosu na Skalu u boji? Obrazlozite odgovor.
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Ispit 5 rjesenja

1. Ucenici trebaju prikazati Pascalov trokut do sedmog retka. Povezuju redak

Pascalovog trokuta sa binomnim koeficijentima u rastavu (10 + 1)3 i ¢itaju

znamenke na mjestima tj. 113 = 1331. Dok za 11° potrebno je dodavati vrijednost

znamenke sa viSeg dekadskog mjesta tj. 11¢ = 1771561, jer je 7-i redak u
Pascalovom trokutu 1615201561 .

2. Dane su liste bodova na drzavnoj maturi za 4.a 1 4.b razred.

a.
Razred | Aritmeticka | Minimum | Donji | Medijan | Gornji | Maksimum
Sredina kvartil kvartil
4.a 29 16 22 25,5 37 48
4.b 27 7 18 25 32,5 55
b.

U oba razreda 4 ucenika je ocjenjeno sa 5. U 4.a to su ucenici sa 42 i vise
bodova, dok u 4.b u€enici sa 41 i vise bodova. Odabrani uéenik je iz 4.b.
U4.aje 5, au4.b 12 ucenika ocjenjeno s Nedovoljan.

Ucenici ovdje trebaju iznijeti svoj stav o ocjenjivanju. Tu nema neto¢nih
odgovora. Boduje se argumentiranost odnosno to¢no koristenje dobivenih

brojeva.

Prijedlog drugacijeg ocjenjivanja sa obrazlozenjem

3. lvai Evaigraju poker.

a.

4 13)

&

p(Eva) = p(Ful) = (123);2%)(;) = 41665 ~ 0.001440576, p(Iva) = p(Boja) =

3 ~0.001980792 . Vjerojatnija je Boja, odnosno u pravu je lva.

16660
Poker vs Skala u boji.
10-4 1

p(Skala u boji) = ~ 0.00001539077

13&;122)'4 = ﬁ ~ 0.000240096038,
5

p(Poker)
p(Skala u boji) T 4165

_ 64974 _

p(Poker) = =15.6

Poker je ¢ak 15 puta vjerojatniji u dijeljenju od Skale u boji, odnosno Ivin brat je umanjio

vjerojatnost dobivanja pokera u odnosu na Skalu u boji.
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Ispit 6

Financijska matematika

Uz koliku je godisnju kamatnu stopu Josip posudio 40000 kn ako je nakon 5 godina u cijelosti
podmirio dug s iznosom od 57000 kn? Kamate se obracunavaju po jednostavnom kamatnom

racunu.

Koliko iznose ukupne jednostavne kamate na iznos od 15000 kn za razdoblje od 5 godina ako

je godisnji kamatnjak u prve 2 godine p:=10, a u preostale 3 godine smanjen je za 5%?

Koliki iznos treba Marko uloziti danas u banku ako zeli na osnovi te uplate na kraju pete
godine (ra¢unaju¢i od danas) raspolagati iznosom od 10000 kn? Obracun kamata je slozen,

godisnji i dekurzivan, a banka obracunava kamate po godi$njoj stopi p = 8.

Koliko iznose ukupne sloZene kamate na iznos od 20000 kn za razdoblje od 6 godina ako je

godisnji kamatnjak u prve 4 godine p: = 10, a u preostale 2 godine smanjen je za 10%?

Odredite vrijednost pocetnog kapitala u iznosu od 15.000,00 kn ukamacenog uz dekurzivni

godisnji kamatnjak 10 nakon 120 dana (godina nije prijestupna).

Koliki iznos mozemo ocekivati na racunu u banci nakon 9 godina ako danas ulozimo
2.000,00 kn, za 5 godina 5.000,00 kn, a za 6 godina (od danas) podignemo 8.000,00 kn?
Obracun kamata je godisnji, slozen i dekurzivni, a godiSnji kamatnjak prve 3 godine iznosi 7,

u sljedece 2 godine 8, a nakon toga kamatnjak iznosi 10. Graficki prikazi problem.

Petar je dogovorio vra¢anje dugovanja u iznosu od 15.000,00 kn u 4 rate. Kolika je prva rata
koju Petar mora uplatiti nakon 3 godine ako druga rata iznosi 4.000,00 kn i placa se nakon 6
godina, a treca rata iznosi 1.000,00 kn i pla¢a se nakon 8 godina? Obracun kamata je godiSnji,

slozen i dekurzivni uz kamatnjak 4. Graficki prikazi problem.

Ana zeli podiéi kredit u iznosu od 30000 kn na 3 godine. Dolaskom u banku dobije otplatni

plan. Proucite ga.
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ANUITET OTPLATA OTPLATA STANJE

MJESEC
/| RATA KAMATE GLAVNICE GLAVNICE

0 30.000
1 1.330 150 1.180 28.820
2 1.330 144 1.186 27.635
3 1.330 138 1.191 26.443
4 1.330 132 1.197 25.246
5 1.330 126 1.203 24.043
6 1.330 120 1.209 22.833
7 1.330 114 1.215 21.618
8 1.330 108 1.222 20.396
9 1.330 102 1.228 19.169
10 1.330 96 1.234 17.935
11 1.330 90 1.240 16.695
12 1.330 83 1.246 15.449
13 1.330 77 1.252 14.196
14 1.330 71 1.259 12.938
15 1.330 65 1.265 11.673
16 1.330 58 1.271 10.402
17 1.330 52 1.278 9.124
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18 1.330 46 1.284
19 1.330 39 1.290
20 1.330 33 1.297
21 1.330 26 1.303
22 1.330 20 1.310
23 1.330 13 1.316
24 1.330 7 1.323
UKUPNO 31911 1.911 30.000

1. Odredite godi$nju kamatnu stopu po kojoj se racunaju kamate.

2. Koliko iznosi svaki mjeseéni obrok koji Ana otplacuje?

3. Koliko je Ana duzna na kraju 15. mjeseca otplate?

4. Kojim iznosom su zastupljene kamate u 19. rati?

5. Koliko iznose ukupne kamate?

6. Koliko iznose ukupno sve rate kredita?

7. Nadite vezu izmedu ukupnog duga, kamata i iznosa kredita.
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Ispit 6 rjesenja
1. Co=40000
n =5 (godine)
Cs=57000
p="7?

Ukupne jednostavne kamate: | =C, —C, = 57000 —40000 = 17000

C,- .
Iz formule | _So PN 100 - 1
100

‘n
dobijemo daje p = =8.5.

o N

2. Razdoblje od 5 godina treba podijeliti na 2 podrazdoblja: prvo podrazdoblje iznosi 2 godine, a
drugo 3 godine. Za prvo podrazdoblje:

Co = 15000
p:=10

C,-p-n 15000 -10-2
100 100

=3000 kn

n=2 = 1=

Za drugo podrazdoblje:
Co = 15000
p.=10-10-5% =9.5

C,-p-n_ 15000 -9.5-3
100 100

= 4275 kn

n=3 = knI,=

Ukupne jednostavne kamate za razmatrano petogodi$nje razdoblje iznose

I =1,+1, =3000 +4275 = 7275 kn.

3. Obracun kamata je slozen, godiS$nji i dekurzivan, a banka obra¢unava kamate po godis$njoj

stopi p = 8.

Cs=10000, n=5, p=8, Co=?

p=8= r=1+L=1+i=1.08

100 100
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Trazeni ulog je:

C, 10000
Co=Co-r’=Cy=—2= — = 6805 .83 kn
r’  (1.08)

4. Imamo 2 razdoblja u kojima je kamatnjak fiksan.
U prvom, ¢etverogodi$njem razdoblju, poc€etni iznos je

Co= 20000 kn, p: = 10.

Stogaje C, =C,-r,*= 20000 -(1.1)" = 29282 kn.

U drugom, dvogodisnjem razdoblju, pocetni iznos je

C4=29282 kn, p,=10-10-10% =9 godisnje,

paje C,=C,-r,?=29282 -(1.09)° = 34789 94 kn.

Ukupne slozene kamate iznose | =C, —C, = 34789 .94 — 20000 = 14789 .94 kn.
5. Primijenite:

a. Uz primjenu relativnog kamatnjaka konacna vrijednost kapitala nakon 120 dana iznosi

Co =15, n =120 dana, p(G) =10, m =365

d

o, P _ 10§ ooragraens |
m 365

[ o1 P g, Q02T orag7a6 03
100 100

C,,, = 15000 -1.000273973 '*° =15501 .28 kn

Uz primjenu konformnog dnevnog kamatnjaka vrijednost kapitala nakon 120 dana iznosi:

0" =100| p[1+—"— —1|=0.02611578761
100

r =1.000261158

C'120 =15000 -1.000261158 ‘*° =15477 .46 kn
6. Obracun kamata je godisnji, sloZen i dekurzivni, a godi$nji kamatnjak prve 3 godine iznosi 7,

u sljedece 2 godine 8, a nakon toga kamatnjak iznosi 10.
Najprije ¢emo odrediti odgovarajuée dekurzivne kamatne faktore:
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2000 5000 8000

||

Yy

Y

C, = 2000 -1.07°-1.087 -1.1* + 5000 -1.1* —8000 -1.1° = 856.58 kn.

| 1|1 2 3| 4 5 | 61 7 | 8 | >

l l Lo

15000 X 4000 1000

4000 _ 1000 = 12495 .05 kn

1.04° 1.04°

r=1.04, X =15000 -1.04°% —

Nakon 3 godine Petar mora uplatiti 12.495,05 kn.

8.

1. Odredite godisnju kamatnu stopu po kojoj se ratunaju kamate.
I — CO : p
' 12-100

1, 1200 1501200 _

C, 30000

Svaki mjese¢ni obrok koji Ana otplacuje iznosi 1330 kn.
Ana je na kraju 15. mjeseca otplate duzna 11673 kn.
I1znos kojim su zastupljene kamate u 19. rati je 39 kn.
Ukupne kamate iznose 1911 kn.

Sve rate kredita ukupno iznose 31911 kn.
Vezu izmedu ukupnog duga, kamata i iznosa kredita: 31911 kn = 30000 kn + 1911 kn.

N o o bk~ wDn
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Ispit 7

Teorija grafova
1. Dan je sljede¢i graf G:
B C
G
A D L ]
F E

a. Ispisite vrhove i1 bridove danog grafa.

Vrhovi: Bridovi:

b. Koji je minimalni, a koji maksimalni stupanj grafa G? Napisite i odgovarajuce

vrhove.

c. Jeligraf jednostavan? Je li povezan? Je li potpun? Objasnite.

d. Nacrtajte jedan podgraf grafa G koji ima 5 vrhova.
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2. Dan je sljedeci graf:

a. NapiSite jedan:

Hamiltonov put

Eulerov put

b. Napisite matricu susjedstva za dani graf.

Hamiltonov ciklus

Eulerov ciklus

3. Nacrtajte graf s to¢no 5 vrhova i sljede¢im svojstvima:

a. Eulerov ciklus, a nije Hamiltonov ciklus

b. povezan, kromatski broj je 2 (obojite)

4. a. Objasnite pojam Eulerova formula u terminima teorije grafova.

b. Opisite Problem trgovackog putnika i Problem kineskog postara. Povezite te ih s

pojmovima iz teorije grafova.
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5. Profesor Baltazar mora spremiti 7 kemikalija. No, neke kemikalije burno reagiraju kada

su u blizini nekih drugih kemikalija pa ne smiju biti s njima u spremniku. U tablici je za

svaku od 7 kemikalija napisana lista onih kemikalija s kojima ne smije biti u istom

spremniku.

Kemikalija »Zabranjeni

susjed“

1 2,57

2 1,3,4,5

3 2,4,6

4 2,3,7

5 1,2,6,7

6 3,5

7 1,4,5

Koliko najmanje spremnika treba profesor Baltazar? Napisite jedan mogucéi raspored

spremanja. Zadatak rijeSite koristeci teoriju grafova.

Koriste¢i Dijsktrin algoritam nadite najkraci put izmedu vrhova X 1Y u danom grafu:

Napomena: Postupak rjesavanja mora biti vidljiv na grafu.

AN

6 F
1 G
5
6
D 4 C
Ee 3 ?
2 3 3
°
B 5 A 2 X
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Ispit 7 rjeSenja

1. Dan je sljede¢i graf G:

B c
G
A D ®
F E
a. Vrhovi: A,B,C,D, E, F, G, Bridovi: AB, AC, AF, BF, BE, BC, CD, DF

b. Minimalni je stupanj 0 i ima ga vrh G. Maksimalni je 4 i to je stupanj vrha B.
c. Je li graf jednostavan? Je li povezan? Je li potpun? Objasnite.

Jednostavan je jer nema petlji ni viSestrukih bridova.
Nije povezan jer vrh G nije povezan ni sa jednim vrhom grafa.

Nije potpun jer nisu svi parovi vrhova medusobno povezani bridom.

d. Nacrtajte jedan podgraf grafa G koji ima 5 vrhova.

B C

F E

2. Dan je sljede¢i graf:

A B
s E
a. c
Hamiltonov put: ABEDC Hamiltonov ciklus: nema
Eulerov put: CDEBAD Eulerov ciklus: nema
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b. Matrica susjedstva za dani graf.

O B O KLk O
_ O O O Bk
o B, O O O
P O Pk O K
o — O B+, O

3. Graf's to¢no 5 vrhova i sljede¢im svojstvima:

a. Eulerov je, a nije Hamiltonov ciklus

b. povezan, kromatski broj je 2 (tako ga i oboji)

4. a.Neka je G jednostavan, planarni i povezan graf s VV vrhova, B bridova i P podruéja na

koje graf dijeli ravninu. Eulerova formula glasi: V — B + P = 2.
b. Problem trgovackog putnika glasi:

., Trgovacki putnika krece iz svog prebivalista i obilazi sva mjesta u okolici, te se
vraca kuci. Na koji ¢e nacin obici sva susjedna mjesta, a da put koji prijede bude

minimalne duljine? “.

Zapravo trazimo postoji li Hamiltonov ciklus u grafu ¢iji vrhovi predstavljaju mjesta, a

bridovi ceste.
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Problem kineskog postara glasi:

., Postar mora krenuti iz postanskog ureda, proci kroz brojne ulice kako bi dostavio
posStu i vratio se nazad u postanski ured. Kako da on to napravi, a da prijede
minimalnu udaljenost? *“.
U ovom slucaju trazimo Eulerov ciklus u grafu ¢iji vrhovi predstavljaju mjesta, a bridovi
ceste. Ukoliko ne postoji Eulerov ciklus onda trazimo one bridove kojima ¢emo pro¢i dvaput,

a da ta udaljenost bude najmanja moguca.

5. Nacrtajmo graf ¢iji ¢e vrhovi predstavljati kemikalije, a bridovi spajaju one kemikalije
koje ne smiju biti u istom

spremniku.

Nas problem svodi se na to kako

obojiti dobiveni graf koristeci $to 7 3
manje boja. Boje ¢e predstavljati

spremnike. Jedno moguce rjeSenje

je: 6

ot

Dakle, potrebne su nam barem 3 boje da
bismo obojili graf. Odnosno, potrebna su
nam tri spremnika u koje ¢e profesor

Baltazar spremiti svoje kemikalije. Jedan

moguci raspored:

ot

Spremnik | Kemikalije

A 1,4
B 2,6,7
Cc 3,5
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5. Koriste¢i Dijsktrin algoritam nadite najkraci put izmedu vrhova X i Y u danom grafu:

2 |
L ]
3
F
L ®
1 G
5
6
D c
E® @
2 3 3
[ @
B A X

Dva su moguca rjesenja: XADEGHY i XADEGIY i oba su duljine 19.

Y 19

2

3

H 15

ot

6

2

14
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Ispit 8

Optimizacija

1. Ivana i Maja narucile su pizzu i dok ¢ekaju da se ispece Ivana je osmislila zadatke za

Maju.

a. Ivana zeli pojesti §to ve¢i komad pizze opsega 60 cm. Koliki mora biti promjer te

pizze?

b. Ivana i Maja dijele jednu pizzu. Maja je izrezala komad pizze povriine 143 cm?, a
ostatak prepustila lvani. Ako je lvana pojela manje nego Maja koliki je bio promjer
pizze?

2. Naskici je prikazano Jankovo dvoriste.

potok

dvoriste
susjede
Anice

dvoriste
susjeda
Bartola

Jankovo
dvoriste

cesta

Najveca udaljenost izmedu dvorista susjede Anice i susjeda Bartola (uz cestu) iznosi 4
m. Potok, koji je usporedan s cestom, od nje je udaljen 9 m. Janko u svome dvoristu

zeli sagraditi spremiste za alat pravokutnog tlocrta povrsine 10 m? koji ¢e imati ulaz s

ceste. Je li to moguce? Obrazlozite!

3. Janko je vlasnik livade koja se nalazi izmedu Anicine i Bartolove kuée. Dimenzije

livade su 10mx25m.
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potok

Jankova
livada
kuca kuéa
susjede susjeda
Anice Bartola
cesta

Na toj livadi Zeli uz cestu napraviti prostor za prodaju osvjezavajuéih pica kvadratnog
tlocrta i odmah u produzetku, bez slobodnog prostora za prolaz, igraliste za djecu u
obliku jednakokra¢nog pravokutnog trokuta ¢ija hipotenuza leZi na cesti. Ne zeli
ostaviti slobodnog prostora do kuca svojih susjeda. Ako zeli zauzeti §to manje livade,
kolika ¢e biti povrsina koju ¢e zauzeti prostor za pice, a kolika ¢e biti povrSina

igralista?

4. Petrino dvoriste kvadratnog je oblika povrsine 16 m?. Petra planira urediti cvijetnjak
u obliku pravokutnika sa stranicama usporednima s dijagonalama kvadrata (dvorista).
Koliko metara zice za ogradu treba kupiti ako Zeli cvijetnjak najve¢e moguce

povrsine?
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Ispit 8 rjesenja

1. a

— ~

2r+1=60=1=60-2r= P, =%': P(x):%r(60—2r)=—r2+30r

-30 N .
= ——=15= promijer pizze treba biti 30 cm.

Max

b. %rzﬂ <143 = |r|<9.54 = promijer je bio manji od 19.08 cm.

2. Janko mora graditi spremiste kao na slici.

<

Neka su duljine stranica pravokutnika (spremista) x i vy .
Poznato nam je |AB|=4m, [CD|=9m.

Trokuti AABC i AEFC su sliéni = E = @ =
|AB| [CD|

Povriina pravokutnika P = xy = P(x)= x(g — %XJ = —%x +9x.
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-9

Najvecéa povrsina ¢e biti za x, =————=2,tadaje y,, =9- 9. 2 =4.5. ZakljuCujemo
Max 9 J Max 4 .] .]
’ (_ )
4

da je najveéa moguca povrsina spremista koje se moze izgraditi jednaka 9 m?, odnosno nije

moguce izgraditi spremiste zeljene povrsine. Janko mora odustati od gradnje ili graditi manje

spremiste.

3.
kuéa kuca
susjede P P2 susjeda
Anice Bartola

X 10-x
A C B
cesta
P=P +P,

2 2
P_y’ P :l(lo_X] _(10-x) :P(x):%x2—5x+25.

TR TR 4

. . - S
Funkcija P postize minimum za Xx,,;, = — = 2.
2.>
4

Dobivamo da ée prostor za piée zauzeti 4 m?, a igraliste 16 m”°.
p p g

4,
D G C
I
F
H S
A E B

|AB|=4m, d =|AC|= 42 m.

Neka je x =|EH|=|FG|, y =|EF|=|GH|.
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d_y

Trokuti ADBC i AGFC su sli¢ni = @ZH = X_2 2
ol fes| T a3
2

= y=d-x.

Povrsina cvijetnjaka P = xy = P(x)=x(d — x)=—x* + dx .

Najveca povrsina ¢e biti za X,,,, = % = % ,tadaje y,., =d- % = % pa dobivamo da je
najveca povrsina kada je cvjetnjak kvadratnog oblika.
Opseg tog kvadrata je O =4x =2d = 82 ~11.3137

Treba kupiti priblizno 11.32 m Zice.
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