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Matrice i vektori

5. Matrice i vektori

5.1. Linearna kombinacija vektora

@ Sto éemo raditi?

U ovoj ¢ete aktivnosti istraziti rastavljanje vektora na linearnu kombinaciju dvaju vektora.

6 f U ¢emu je problem?

Kako prikazati vektor kao linearnu kombinaciju dvaju proizvoljnih vektora? Mozemo li to povezati s
ne¢im poznatim? U kojoj je situaciji najjednostavnije zapisati proizvoljni vektor kao linearnu kombi-
naciju? Gdje se primjenjuje rastav vektora?

1 Kako to izgleda?

Za zadane vektore a i b nacrtajte vektor ¢ tako da je:

a.2:5+25; b.E:lZI—FEB; C.E:—ZH—ll;.
2 3 2
\\
\\
- N\ -
a b
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2 Mozete li pretpostaviti?

Kako biste zapisali vektor ¢ kao linearnu kombinaciju vektora aib?

/i
c
/
= \-> >
NV NGE P : ;
a b a b T
¢ T~
Napravite model.
1. Zapisite vektor ¢ kao linearnu kombinaciju vektora a 1 b .
a. | b. c.
e
b b %
/ //”// » »-
= > > > = >
d e. f.
b b b
c
2. Zapisite vektor ¢ kao linearnu kombinaciju vektora a 1 b .
a. b. c. d.
A A A A
> -
b = PN b ¢ b ¢
» » » » Y
= L = 7 = = 7
a a a a




Matrice i vektori

Koji vam je zadatak bio laksi? Zasto? Mogu li se vektori a i b odabrati tako da bude jos lakse? Na-
pravite svoj zadatak.

Potrazite pomoc¢ tehnologije.

Otvorite datoteku Linearna kombinacija vektora.gsp i graficki rijesite zadatke.

Kako bi to rijeSila teorija?

Vektore nacrtane u koordinatnim sustavima zapiSite pomoc¢u koordinata i zadatke rijesite algebarski.

CHALLENGE ACCEPTED
S
s

ey

>  Mozemo li vise?

Tijelo mase 5 kg nalazi se na kosini pod kutom od 30°. Koliko iznosi sila trenja ako tijelo miruje?

30°

Kako smo radili i $to smo naucili?

Literatura

Antonéié, N.; Spalj, E.; Volenec, V. 2008. Matematika 3, udzbenik za 3. razred za prirodoslovno-ma-
tematicke gimnazije. Skolska knjiga. Zagreb.
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5.2. Vektori — domino

j%

Sto éemo raditi?

U ovoj Cete aktivnosti ponoviti pojmove vezane uz vektore igrajué¢i domino.

— Kako to izgleda?

y

Podijelite se u ¢etveroclane skupine. Svaka skupina dobiva dvadeset i osam domino ploc€ica. Postavite

ih licem prema dolje 1 izmijeSajte th. Svaki od igraca izvlaci Cetiri plocice. Prvi igra¢ stavlja jednu

plocCicu na stol. Sljedeci je na potezu igrac koji je desno od prvog. Ako igrac¢ koji je na potezu ima

odgovarajucu plocicu, stavlja ju na stol uz ploc¢icu koja je ve¢ na stolu. Ako igra¢ nema odgovarajucu

Cica, igra propusta i na potezu

v

ploc€icu, uzima jednu ploc¢icu od preostalih. Ako nema slobodnih plo

je sljedec¢i igrac. Svi igraci provjeravaju je li odloZena ispravna plocica. Pobjednik je igra¢ koji prvi

ostane bez plocica.

1i?

e

to smo nauci

° o v

Kako smo radili i §
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P T I R

B(~2,10)

AB=10i—-2
B(4.1)

5i-3]
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3. VJUEZBENICA

5.3. Potencije matrice

@ Sto éemo raditi?

Za dane matrice odredit ¢ete njihovu drugu, treéu, ¢etvrtu... potenciju, te na temelju toga za proizvo-
ljan prirodan broj n odrediti pravilo za n-tu potenciju. Uocit ¢ete pravilnost u strukturi danih matrica,
odnosno op¢i zapis njihovih elemenata. Za takav op¢i zapis matrice odredit ¢ete njenu n-tu potenciju.

6 f U ¢emu je problem?

. . 2 0 3 1). 4 2 . . .
Zadane su tri matrice: P = 0 2l R= {3 185= 4 . Odredite matrice P, R"1 §".

"7 Kako to izgleda?

Izracunajte P, R" 18" za n =2 1 n = 3 1 rjeSenja upisite u tablicu:

P R N
PP=|" = R*=2.|7 ~ §*=2-7 ~
P=|" - R =47 — §'=4.17 ~

N Mozete li pretpostaviti?

Pretpostavite ¢emu je jednako P4, R* i S*.

14
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Napravite model.

Za matricu P izraCunajte P", zan =4, 5, 10, 20, 50.

Rijec¢ima opisite pravilnost koju ste uocili i zapiSite opce pravilo za P".

Potrazite pomoc¢ tehnologije.

Koristite kalkulator koji nudi moguénost izvodenja racunske operacije mnozenja matrica. Izracunajte
R"1 8" za vise razlicitih vrijednosti od 7 1 opiSite pravilnost koju ste uocili. ZapiSite opée pravilo za R"
i85

CHALLENGE ACCEPTED
S
v

.~

>  Mozemo li vise?

. . . k+1 k-1
Promatrajte matrice oblika 7' = .
k—1 k+1

Odredite k za matrice P, R1 S.

Opisite pravilnost koju uocavate. Generalizirajte pravilo za n-tu potenciju matrice 7. Rezultat izrazite
pomocu ki n.

Pomocu kalkulatora potvrdite svoju pretpostavku o n-toj potenciji matrice 7 za odabir razlicitih vrijed-
nosti parametara & i n. Zapisite rezultate istrazivanja u biljeznicu.

o8

N
v Kako bi to rijesila teorija?

Jeste li culi za princip matematicke indukcije? Dokazite tvrdnju o n-toj potenciji matrice 7 matematic-
kom indukcijom.

Kako smo radili i $to smo naudili?

Literatura

Internal Assessment portfolio tasks published by the IB
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3. VJUEZBENICA

5.4. Sustavi linearnih jednadzbi

@ Sto éemo raditi?

U ovoj Cete aktivnosti rjeSavati sustave jednadzbe koriste¢i znanje o matricama.

6 §j> U ¢emu je problem?

Marko je kupio Sest lizalica i osam ¢okoladica koje je platio 36 kn, a Marija je pet istih takvih lizalica
1 sedam Cokoladica platila 31 kunu. Kolika je cijena jedne lizalice, a kolika je cijena jedne ¢okoladice?

——77 Kako to izgleda?

Zapisite tekst zadatka koriste¢i sustav jednadzbi. RijeSite sustav jednom od dosad nauc¢enih metoda.

A

& -
i ﬁ Mozete li pretpostaviti?

Koje ste metode rjeSavanja sustava jednadzbi do sada upoznali? Mozete li pretpostaviti kako se sustavi
jednadzbi mogu povezati s matricama?

Napravite model.

Osim na standardan nacin, sustave jednadzbi moZemo zapisati pomoc¢u matrica i to matri¢nom jed-
nadZbom
AX =B,

gdje je 4 matrica sustava, X jednostupCana matrica koja sadrzi nepoznanice, a B jednostupCana matrica
koja sadrzi slobodne ¢lanove. Na primjer, za sustav

2x+y=5
—x+3y=2

16



Matrice i vektori

X

Y

Zapisite sustav iz po¢etnog primjera u matricnom obliku.

imamo A4 = , X =

-1 3

IS
te B=
2

Potrazite pomo¢ tehnologije.

Iz zapisa AX = B izrazite matricu X. U graficki kalkulator unesite matrice 4 i B koje odgovaraju uvod-
nom primjeru koriste¢i izbornik MATRIX ( x~ ') iizradunajte X.

of

<<* Kakobito rijeSila teorija?

Opet promotrite matrice 4 i B koje odgovaraju pocetnom primjeru. Iz zapisa AX = B, dobivate da je

X = A'B . Matricu 4" nazivamo inverzna matrica matrice 4. U tom slu¢aju mora vrijediti:
A4 =A4"4A=1.

35 —4
-2.5

6 8

a. Dokazite da je matrica .|

inverz matrice 4 = l

b. Iz matrice 4™ izludite 1 te je usporedite s matricom A. Izra¢unajte determinantu matrice 4. Sto
uocavate? 2

c. Dokazite analognu tvrdnju za matricu 2 X 2 zapisanu u opéenitom obliku:

a b
c d

A=

CHALLENGE ACCEPTED
S
v

.~

>  Mozemo li viSe?

» Iskoristite proracunske tablice. U proracunsku tablicu zapisite matricu 4. Iskoristite funkciju MIN-
VERSE kako biste izracunali inverz matrice 4 kao Sto prikazuje slika:

A4 »(© X & J {=MINVERSE(AL:B2)}
| & | B | ¢ D E F
1 g
2 7
2
4 {=MINVER
5 [ ]
6

17



3. VJUEZBENICA

Oznacite polja kao na slici (2 x 2) 1 upiSite =MINVERSE 1 odaberite elemente pocetne matrice.
Za njeno koristenje nije dovoljno pritisnuti ENTER, ve¢ se istovremeno moraju pritisnuti CTRL,
SHIFT 1 ENTER. Tada ¢e proracunska tablica automatski dodati viti¢aste zagrade na pocetak i kraj
formule, Sto znaci da je to funkcija polja. Ako se te zagrade napisu rucno, formula nece funkcioni-
rati kako treba.

Zatim, unesite matricu B i iskoristite funkciju MMULT za mnoZenje matrica 4~' i B. Opet je funk-
cija MMULT funkcija polja pa je potrebno postupiti kao i s prethodnom funkcijom (istovremeno
pritisnuti CTRL, SHIFT i ENTER). Pri mnozenju matrica i odabiru broja polja za rezultat treba
voditi brigu o pravilu mnoZenja matrica (npr. mnozenjem matrica reda 2 x 1 1 1 x 3, dobivamo
matricu reda 2 x 3).

Primijenite nauceno.

Zadatak 1.

Tvornica Fino proizvodi tri vrste pralina. Za njihovu proizvodnju koristi mlije¢nu, bijelu i tamnu ¢o-
koladu. Tablica prikazuje koli¢inu pojedine vrste okolade, izrazenu u stotinama grama, potrebnu za
izradu 1 kilograma odredenih pralina.

Okruglici Trokutici Kvadrici
Mlijecna 5 2 6
Bijela 3 4 1
Tamna 2 4 3

Tvornica uvozi okoladu za izradu iz Svicarske. Ako troSak izrade kilograma pralina Okruglici iznosi
12.50 €, pralina Trokuti¢i 12.40 €, te pralina Kvadric¢i 11.70 €, odredite koliko tvornica placa po kilo-
gramu odredenu vrstu ¢okolade.

Zatim, nadite koliko ¢e novca potrositi za kilogram nove vrste pralina koje sadrze 400 grama mlije¢ne
cokolade, 200 grama bijele ¢okolade 1 400 grama tamne ¢okolade.

Zadatak rijesite koriste¢i matrice i tehnologiju.

Zadatak 2.

Tvrtka Radno zaposlila je 150 novih radnika: Cistace, raCunalne tehniCare i programere. Tvrtka ima
tri pogona: Istok, Zapad i Jug. U pogonu Istok radit ¢e 20 % novih Cistaca, 40 % racunalnih tehnicara
130 % programera, §to je ukupno 46 radnika. U pogonu Zapad radit ¢e 40 % novih Cistaca, 20 % ra-
cunalnih tehnicara i 50 % programera, $to je ukupno 54 programera. Ostali novi radnici i¢i ¢e u pogon
Jug. Odredite koliko je radnika iz pojedinih zanimanja tvrtka zaposlila.

18
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Zadatak 3.

Marica 1 Slavko su pokrenuli svoj posao 2007. godine. Godine 2010. ostvarili su profit od 160 000 €,
2011. godine 198 000 €, dok su 2012. zaradili 240 000 €. Na temelju tih podataka zakljucili su da se
njihova godis$nja zarada, izrazena u eurima, moze izracunati po formuli

e b E—
f(t) at+b+ e

c
t
gdje je ¢ broj godina nakon 2010. godine (npr. za 2010. je £ = 0).

a. Odredite vrijednosti parametara a, b i ¢ tako da odgovaraju danim podatcima.

b. Ako su 2009. godine zaradili 130 000 eura, odgovarala li ta vrijednost modelu iz a.?

c. Ako njihova zarada nastavi rasti prema promatranom modelu, koliko ¢e zaraditi 2020. godine?

Kako smo radili i $to smo naudili?
Literatura:

Bruce, Haese, Haese, Owen. 2004. Mathematics for the international student, Mathematics SL.
Haese&HarrisPublications.
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3. VJUEZBENICA

5.5. Preslikavanja ravnine 1 matrice

@ Sto éemo raditi?

U ovoj Cete aktivnosti povezati preslikavanja ravnine i matrice.

6 f U ¢emu je problem?

Koja preslikavanja ravnine poznajete? Preslikavanja ravnine promatrat ¢ete u koordinatnom sustavu 1
pronaci kako ih jednostavno zapisati pomocu matrica.

771 Kako to izgleda?

Podijelite se u tri ekspertne skupine. Svaka skupina neka rijesi zadatke sa svog listica. Zatim idemo u
goste. U gostima rijesite listi¢ sa zajednickim zadatcima.

Prva skupina:

U koordinatnom sustavu nacrtane su to¢ke A,,..., F;. Preslikajte ih osno simetri¢no s obzirom na os
apscisa. Dobivene tocke oznacite s A4,,..., F,. Dopunite tablicu:

20

4 = x/: X/ZIIIX+|:|y 1
y= y'= Y =[x+[y o
N Ee x'= X =[]x+[1y "
Y= Y= v =[x+[y
c = x' = x’:|:|x+|:|y | :An |
- y'= Y =[x+[y T a1
ol ™= x’l: X =[]x+[]y 2t o,
y= y = v =[x+[1y ®s
s ‘= & =[xty a
y= y'= v =x+[y "
e = x = =[]x+[]y
= y'= y'=[a+[y
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Koriste¢i podatke iz tablice, odredite matricu 4 takvu da je T'= AT , odnosno:
’ A N '_ _‘I '

U koordinatnom sustavu nacrtane su tocke 4,,..., F,. Preslikajte ih osno simetri¢no s obzirom na os

X

y

y

Druga skupina:

ordinata. Dobivene tocke oznacite s 4,,..., F; . Dopunite tablicu:

) x= x' = =[x+ of
Y= Y= v =Ux+[y
= x = x':|:|x+|:|y 4.Cz
B , ® 1
y= y = y'=[x+[1y f 2} °
cl - X' = ' =[Jx+[1y 1 .
= y' = y':Dx+Dy — — 1E2. !
— X = X/:DX-FI:I)/ .Az T
D , , 2
r= y = v =Ux+[y |
E = x’/: x':|:|x—|—|:|y -4 .Fz
- = v =Ux+[y
x= x' = =[]x+[]y
F — /
y= y'= v =Ux+[y

Koriste¢i podatke iz tablice, odredite matricu B takvu da je T'= BT , odnosno:

e[

/
X

/

y

X

y
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Treca skupina:

U koordinatnom sustavu nacrtane su tocke 4,,..., F; . Preslikajte ih centralno simetri¢no s obzirom na

ishodiSte. Dobivene tocke oznacite s A4,,..., F,. Dopunite tablicu:

Koriste¢i podatke iz tablice, odredite matricu C takvu da je7'= CT , odnosno:

Idemo u goste.

Na temelju rezultata koje ste dobili u ekspertnim grupama popunite tablicu:

4 = x' = x':|:|x—i—|:|y 6
Y= = v =Ux+[y
B = x' = x’=|:|x+|:|y 4 Fy
B ' = v =[x+[y al
c = x' = x':|:|x—i—|:|y .A1
y= y'= v ={x+[1y 5 ®s
H : x’/i x’/sz-i—Dy N .
y = v =[Ix+[1y ., 1 '
E| v v =l "
Y= y'= v =[x+Ly I
e ¥ = X =[x+[]y
- y'= v =[x+Ly

pocetne tocke preslikavanje opisno | preslikavanje matrica

preslikane tocke

Promotrite dva nacina preslikavanja tocaka 4,,..., F;

a. Tocke A,,..., F; preslikate centralno simetri¢no s obzirom na ishodiSte. Koje ste tocke dobili?

Koja matrica opisuje ovo preslikavanje?
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Matrice i vektori

b. Tocke A,,..., F; najprije preslikate osno simetricno s obzirom na os apscisa, a zatim dobivene
tocke preslikate osno simetri¢no s obzirom na os ordinata. Koje ste tocke dobili? Kojim se
matricama opisuju ova preslikavanja? Izracunajte umnoZak matrica B4 i usporedite rezultat s
matricom C.

Zaklju€ujemo: kompozicija osne simetrije s obzirom na os apscisa 1 osne simetrije s obzirom na os
ordinata centralna je simetrija s obzirom na ishodiste.

Pitanje: Sto biste dobili ako najprije preslikavate osno simetricno s obzirom na os ordinata, a zatim s
obzirom na os apscisa? Kako biste ovu kompoziciju zapisali pomoc¢u umnoska matrica? IzraCunajte taj
umnozak i usporedite ga s matricom C.

Mozete li pretpostaviti?

Moze li se svako preslikavanje ravnine prikazati matricom? Predstavlja li svaka matrica 2 x 2 neko
preslikavanje ravnine?

. a , . . . . v . v
Za matricu promatrat ¢ete preslikavanje ravnine koje tocku (X, y) preslikava u tocku (X g y/)

c

/

a b||x
¢ y

tako da vrijedi =

, predstavlja osnu sime-

1 0
. Do sada ste zakljucili da matrica 4 = lo .

triju s obzirom na os apscisa, matrica B = predstavlja osnu simetriju s obzirom na os ordinata,

. —1 : : . : . o
matrica C = 0 predstavlja centralnu simetriju s obzirom na ishodiste.

Potrazite pomo¢ tehnologije.

U programu dinami¢ne geometrije prikazat ¢ete i opisati preslikavanja ravnine odredena razli¢itim

: o o : . : . Ja b
matricama. Najprije ¢ete definirati preslikavanje pomoc¢u matrice
c

Definirajte Cetiri parametra a, b, ¢, d. Definirajte koordinatni sustav 1 nacrtajte tocku 7' (tocka 7' mora
biti pomicna). Mjerite apscisu 1 ordinatu tocke 7. IzraCunajte koordinate toCke 7' tako da bude
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3. VJUEZBENICA

/
X

a b
Y| e d
transformaciju (transformacije, definirajte transformaciju, nazovite ju preslikavanje ravnine).

X

. Crtajte toCku T'' s koordinatama (x’ ) ) Oznacite tocke 71 T"' te definirajte novu

Radni centar 1

Duplicirajte prvu stranicu. Sakrijte izmjerene i izraCunate koordinate i tocke 71 7. Nacrtajte trokut
ABC.

a bl |2 0
a. UpiSite matricu J = I 0 2l Oznacite trokut ABC, transformacije, preslikavanje ravnine.
c
Promotrite dobiveni trokut 1 opiSite ga u odnosu na trokut ABC.
- . ja bl =20 . - N
b. UpiSite matricu y = 0 ik Promotrite dobiveni trokut i opiSite ga u odnosu na trokut
C E—
ABC.
. . |a bj_105 0 . - N
c. UpiSite matricu y = 0 osl Promotrite dobiveni trokut i opiSite ga u odnosu na trokut
c .
ABC.

d. Oznacite parametre a 1 d. Mijenjajte im vrijednost pomocu tipki +/- na tipkovnici. Promatrajte
dobiveni trokut i opiSite ga u odnosu na vrijednost parametara a i d i po€etni trokut ABC. Znate
11 kako se zove ovo preslikavanje?

Zakljucak: Matricom ~| zadana je homotetija s centrom u ishodi$tu 1 koeficijentom

Radni centar 2

Duplicirajte prvu stranicu. Sakrijte izmjerene 1 izraCunate koordinate.

a bl (2 0
d 10 1
scisa 1 ordinata tocke 7. Nacrtajte kruznicu sa srediStem u ishodistu polumjera 3. Oznacite

a. UpiSite matricu = . Promotrite to¢ke 7'1 T"'. Opisite kako su se promijenile ap-

kruznicu, transformacije, preslikavanje ravnine. Promotrite i opisite sliku kruznice. Ponovite za

o |la b 050
matricu Jd 1o 1l
a bl |1 0
b. UpiSite matricu ¢ d = 0 3 . Promotrite tocke 7'1 T''. OpiSite kako su se promijenile apscisa
a b 1 0
i ordinata tocke 7. Promotrite i opiSite sliku kruznice. Ponovite za matricu ¢ d = 0 04l
a bl (3 0
c. Upisite matricu d = 0 05" Promotrite tocke 7'1 T"'. Opisite kako su se promijenile ap-

scisa 1 ordinata tocke 7. Promotrite i opiSite sliku kruznice.
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Matrice i vektori

Zakljucak: Matricom | zadano je preslikavanje koje

Radni centar 3

Duplicirajte prvu stranicu. Sakrijte izmjerene i izraCunate koordinate.

a b (1 0.1
o4

scisa i ordinata tocke 7. Nacrtajte kvadrat &iji su vrhovi tocke (0,0),(3,0),(3,3),(0,3). Oznatite

kvadrat, transformacije, preslikavanje ravnine. Promotrite 1 opiSite sliku kvadrata. Ponovite za

a. UpiSite matricu = . Promotrite tocke 7'1 T''. OpiSite kako su se promijenile ap-

a b| |1 05
matricu J o 11 Koriste¢i tipke +/- mijenjajte vrijednost parametra b i opisite kako
se mijenja slika kvadrata.
a b 1 0
b. UpiSite matricu d = 01 1 . Promotrite tocke 7'1 T''. Opisite kako su se promijenile apsci-
' a b 1 0
sa 1 ordinata tocke 7 Promotrite i opiSite sliku kvadrata. Ponovite za matricu 4" los 1] .
Koriste¢i tipke +/- mijenjajte vrijednost parametra c i opiSite kako se mijenja slika kvadrata.
. . . a b 1 0'4 . . . . .
c. UpiSite matricu c d”los 11 Promotrite i opisite sliku kvadrata.

Zakljucak: Matricom | zadano je preslikavanje koje

Radni centar 4

Duplicirajte prvu stranicu. Sakrijte izmjerene i izraCunate koordinate.
a bl |10 -1
d [1 0
na toCku 7. Nacrtajte kruznicu polumjera 5 sa srediStem u ishodistu. Nacrtajte duzinu 4B cije
krajnje tocke pripadaju kruznici. Oznacite duzinu, transformacije, preslikavanje ravnine. Pro-

a. UpiSite matricu . Promotrite to¢ke 7’1 T"'. Opisite polozaj tocke 7' u odnosu

a b 0 1
motrite 1 opiSite sliku duzine. Ponovite za matricu d = l_l 0] .
L]
. . |a bl |2 : : . :
b. UpiSite matricu y = . Promotrite tocke 71 T'. Opisite polozaj tocke 7' u
¢ 3 1
- 3 V3ol
> 2 a b |2 72
odnosu na tocku 7. Promotrite 1 opiSite sliku duzine. Ponovite za matricu d] = Al
1 3
2 2
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3. VJUEZBENICA

ﬁ ]
2

c. UpiSite matricu . Promotrite i opiSite sliku duZzine.

c d

a b]__
2 2

Zakljucak: Matricom

o8

P
v Kako bi to rijesila teorija?

~| zadano je preslikavanje koje je

cosa —sina
a. Dokazite da je rotacija s centrom u ishodistu za kut « definirana matricom

sin cos«

b. Koje cete preslikavanje dobiti ako tocke ravnine najprije rotirate oko tocke O za kut «, a zatim
dobivenu tocku rotirate oko to¢ke O za kut 3? Dokazite svoju pretpostavku koriste¢i matrice.

CHALLENGE ACCEPTED
S
e

-7

>  Mozemo li viSe?

1—k? 2k
2 2
a. IstraZite koje je preslikavanje zadano matricom 4, = ! ;lf 11—'— kk2 zak=1,k=2,k=3,k=0.5.
1+ 1+k

b. Odredite matrice 4, 1 4,5 te izraCunajte umnozak B = 4, - 4,,. Koje preslikavanje predstavlja
matrica B?

c. Provjerite zakljucak za jo$ neke matrice. Generalizirajte. Provjerite svoje zakljucke u programu
dinamicne geometrije.

d. Neka su zadana dva pravca a 1 b i tocka 7 u ravnini. To¢ku 7 najprije preslikamo osno simetri¢no s
obzirom na pravac a i zatim dobivenu sliku s obzirom na b te dobivenu tocku oznac¢imo s 7''. Zatim
preslikamo 7 najprije s obzirom na b pa dobivenu sliku s obzirom na a i dobivenu sliku ozna¢imo
s T". Istrazite u programu dinami¢ne geometrije pod kojim se uvjetom tocke 7' 1 7" podudaraju
za svaki izbor tocke 7. DokaZite svoju pretpostavku koriste¢i matrice.

Kako smo radili i $to smo nauéili?
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Modeliranje

6. Modeliranje

6.1. Broj pusac¢a u Londonu

@ Sto éemo raditi?

U ovoj Cete aktivnosti odrediti funkciju koja opisuje postotni pad broja pusac¢a u Londonu nakon uvo-
denja zabrane puSenja. Nakon toga izracunat ¢ete koliko ¢e priblizno biti puSaca 2018. godine.

6 §j> U ¢emu je problem?

U Londonu je 2007. godine uvedena zabrana pusSenja. Tadasnji udio pusaca u stanovnistvu bio je 27%.
Nakon uvodenja zabrane udio pusac¢a smanjio se na 18.7% 2013. godine. Ako pretpostavimo da se
godisnji postotak smanjenja broja pusaca ne mijenja, koliki ¢e biti udio pusaca 2018. godine? London
ima 8.539 milijuna stanovnika. Uz pretpostavku da je broj stanovnika nepromijenjen, koliko ¢e biti
pusaca 2018. godine?

— Kako to izgleda?

Odredite koliko posto godiSnje opada broj pusaca.

Jr2-
EWET Mozete li pretpostaviti?

Pokusajte procijeniti koliko ¢e posto stanovnika Londona biti pusaci 2018. godine. Hoce li postotni
udio biti puno manji nego 2013. godine?
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3. VJUEZBENICA

<l

A
\
\
12\

RA Napravite model.

9
Av"‘\’
7

=7
=/

A

Koriste¢i podatak o godiSnjem smanjenju postotnog udjela broja puSaca, popunite navedenu tablicu, s

time da x oznacava broj godina proteklih od 2013. godine, a f (X) postotni udio pusaca.

X -1 0 1 2 3

7 (x) 27 18.7

Obrazlozite ¢injenicu da x moZe imati negativnu vrijednost. Mozete 1i koriste¢i tablicu izracunati po-
stotni udio pusaca 2018. godine? Je li realno oc¢ekivati da se postotni udio pusaca smanjuje istom brzi-
nom i nakon 10, 15 i viSe godina? ObrazloZite.

Potrazite pomo¢ tehnologije.

U programu dinami¢ne geometrije nacrtajte tocke koje ste dobili u prethodnoj tablici. Graf koje funk-
cije je odreden tim tockama? MozZete li pomocu tog grafa priblizno odrediti postotni udio pusaca 2018.
godine? Mozete li to¢no odrediti postotni udio pusaca 2018. godine?

\3’ 7~ Kako bi to rijeSila teorija?

Koriste¢i prethodne podatke, odredite funkciju f/ koja racuna postotni udio pusaca u ovisnosti o broju
godina (x) proteklih od 2013. godine. Odredite koliko ¢e pusaca biti u 2018. godini?

CHALLENGE ACCEPTED
S
s

ey

>  Mozemo li viSe?
Zadatak 1.

Kako bi izgledala funkcija za x >0 ako postotni udio pusSaca nije nastavio opadati, nego je ostao isti
nakon 2013. godine? Kako se zove takva funkcija? Prikazite graficki tu funkciju.
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Zadatak 2.

Odredite zapis funkcije ako udio pusaca nakon 2013. godine zapocne rasti za 0.5% godiSnje. PrikaZite
tu funkciju graficki.

Zadatak 3.

Primjenom programa dinamic¢ne geometrije istrazite kako promjena parametara linearne funkcije utje-
¢e na promjenu grafa.

Kako smo radili i $to smo naudili?
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3. VJUEZBENICA

6.2. Cijena i1 dobit

@ Sto éemo raditi?

U ovoj Cete aktivnosti odrediti cijenu proizvoda kojom se postize maksimalna dobit koristec¢i podatke
o cijeni i koli€ini proizvoda prodanih u jednoj godini.

6 f U ¢emu je problem?

Iznos dobiti racuna se tako da se ukupnim prihodima oduzmu troSkovi proizvodnje. TroSak je proi-
zvodnje 1 kuna po proizvodu. U sljedecoj je tablici prikazan odnos prodajne cijene 1 koli¢ine prodanih
proizvoda u jednom danu. Izracunajte dobit uz navedene cijene proizvoda.

L Koli¢ina prodanih proizvoda u
Prodajna cijena HRK (s) )
jednom danu (gq)
4 80
60
8 40

1 Kako to izgleda?

Kolika je dobit uz prodajnu cijenu od 4 kune? Ako prodajnu cijenu smanjimo na 2 kune, koliko ¢e se
proizvoda prodati? Kolika ¢e u tom slucaju biti dobit?

Mozete li pretpostaviti uz koju se cijenu postize maksimalna dobit?
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\
\4 Napravite model.

Dopunite tablicu:

Prodajna cijena HRK (s) KOhé“}ié’;ﬁfﬁfﬂiTgvom Y Dobit (d)
4 80
5
6 60
7
8 40

Potrazite pomoc¢ tehnologije.

U programu dinamic¢ne geometrije nacrtajte u koordinatnom sustavu tocke (s, d). Mozete li pretposta-
viti o kojoj se funkciji radi? Napravite tri klizaca (nacrtajte tocku a na x osi, mjerite joj apscisu i nazo-
vite izmjerenu apscisu a; nacrtajte tocke b, ¢ na y osi, mjerite im ordinate i nazovite ih b, ¢). Nacrtajte
graf funkcije i namjestite klizace tako da nacrtane toc¢ke pripadaju grafu. Mozete li sa slike iScitati
cijenu kojom se postize maksimalna dobit?

o8

<X* Kako bi to rijesila teorija?

Ako se cijena proizvoda smanji za jedan za koliko ¢e se promijeniti broj prodanih proizvoda? Odredite
funkciju koja opisuje ovisnost koli¢ine prodanih proizvoda o prodajnoj cijeni.

Koriste¢i funkciju koja opisuje ovisnost koli¢ine prodanih proizvoda o prodajnoj cijeni, odredite funk-
ciju dobiti u ovisnosti o prodajnoj cijeni. Kakva je to funkcija? Odredite argument za koji se postize
maksimalna vrijednost funkcije.
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3. VJUEZBENICA

CHALLENGE ACCEPTED
S
o

ey

>  Mozemo li viSe?

1. Koliko iznosi maksimalna vrijednost funkcije?
2. U kojim slu¢ajevima nema dobiti?
3. Mozemo li odrediti cijenu proizvoda uz koju se postize minimalna dobit?

4. Primjenom programa dinami¢ne geometrije istrazite u kojem intervalu mora biti prodajna cijena
tako da ukupna dobit raste.

Kako smo radili i $to smo nauéili?
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6.3. Kvadratna funkcija u geometrijskim zadatcima

)
Sto éemo raditi?

Za dani geometrijski problem naci ¢ete funkcijsku ovisnost dviju veli¢ina, odrediti pravilo prema ko-
jemu promjena jedne veliCine utjeCe na promjenu druge.

6 gf U ¢emu je problem?

Konstruirajte pravokutnik ABCD ¢ije su stranice duljine 6 cm i 2 cm. Odaberite to¢ku Q na dijagonali

AC i konstruirajte tocku R na stranici AB , tako da je duzina @ paralelna s AD .
Mjerite duljinu duZine @ 1 povrsinu trokuta AQRB.

Zelimo ustanoviti vezu izmedu duljine duZine @ 1 povrsine trokuta AORB.

Potrazite pomoc¢ tehnologije.

Mjerite duljinu duzine @ 1 povrsSinu trokuta AQRB.

Izmjerene vrijednosti tabelirajte. Tabelirajte dvadesetak vrijednosti. Ucrtajte tabelirane vrijednosti u
koordinatni sustav.

a. Obiljezite izmjerenu duljinu duzine @ , te nakon toga izmjerenu vrijednost povrSine AORB
(redoslijed obiljezavanja je vazan zbog definiranja nezavisne varijable i zavisne varijable u
trazenju funkcijske ovisnosti povrsine trokuta o duljini duzine).

b. Na padaju¢em izborniku Broj odaberite opciju Tabeliranje.

c. Formiranoj tablici dodajte retke koriste¢i opciju Dodavanje podataka u tablicu/Dodavanje 20

zapisa Cije se vrijednosti mijenjaju, te mijenjajuci polozaj tocke Q na dijagonali AC.

d. Podatke iz formirane tablice crtajte u koordinatnom sustavu kao tocke (x koordinata tocke — du-
ljina duzine @ , ¥ koordinata to¢ke — povrSina AQRB) opcijom Graf/Graficki prikaz podataka
iz tablice.
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3. VJUEZBENICA

Promotrite razmjeStaj nacrtanih tocaka. Pretpostavite oblik funkcijske ovisnosti.

Definirajte klizace a, b i c.
a. Na x osi u koordinatnom sustavu odaberite proizvoljnu tocku 4.
b. Izmjerite apscisu toc¢ke 4 1 nazovite ju a.
c. Pomicanjem toCke 4 mijenja se izmjerena vrijednost parametra a. To je klizac.
d. Klizaci b i c definiraju se analogno.
Nacrtajte graf funkcije f (x)=ax’+bx+c.
Mijenjajte vrijednosti parametara dok se graf ne poklopi s nacrtanim to¢kama.

Ocitajte vrijednosti parametara a, b i c.

Parametre pretpostavljene funkcijske ovisnosti (kvadratna funkcija) mozete traziti i algebarski, po-
mocu koordinata tocaka koje Cete ocitati iz tablice. Koliko toCaka valja odabrati? Odredite parametre
funkcije na ovaj nacin.

o8

P
v Kako bi to rijeSila teorija?

Promotrite konstruirani pravokutnik. Oznacite duljinu duzine @ sa x. [zrazite povrSinu trokuta
AQRB kao funkciju od x. Odredite polozaj to¢ke Q za koji je povrSina trokuta maksimalna. Kolika je

maksimalna vrijednost povrSine?

Primijenite nauceno.

1. U pravokutni trokut upisite pravokutnik tako da mu je jedan vrh u vrhu pravog kuta trokuta. Mjerite
povrsinu pravokutnika. Odaberite neku velic¢inu o kojoj ta povrSina ovisi pa i nju mjerite. Tabeliraj-
te pa vrijednosti nacrtajte. Pretpostavite oblik funkcijske ovisnosti pa odredite parametre funkcije.
Odredite maksimalnu vrijednost povrSine pravokutnika.

2. Na duzini 4B duljine a odaberite tocku M te s raznih strana duZzine AB konstruirajte kvadrate
AMCD i MBEF. Odaberite neku veli¢inu o kojoj ovisi povrsina Sesterokuta AFEBCD, mjerite,
tabelirajte, nacrtajte i odredite funkcijsku ovisnost. Odredite polozaj tocke M za koji je povrSina
Sesterokuta najmanja.

Kako smo radili i §to smo naudili?
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6.4. Recikliranje

@ Sto éemo raditi?

Pokusat ¢ete predvidjeti postotak recikliranoga komunalnog otpada.

6 gf U ¢emu je problem?

Dana je tablica s postotcima recikliranoga komunalnog otpada u Hrvatskoj za neke mjesece. Mozete li
na osnovu tablice predvidjeti postotak recikliranoga otpada u veljaci 2016. godine?

Mjesec Postotak
listopad 2008. 2%
veljaca 2009. 2.5%

lipanj 2009. 3%
prosinac 2009. 3.5%
travanj 2010. 4%
kolovoz 2010. 6.5%
veljaca 2011. 9%

lipanj 2011. 10.5%
listopad 2011. 13.5%

" Kako to izgleda?

Prikazite podatke graficki (skica olovkom na papiru).

I Mozete li pretpostaviti?

Pokusajte procijeniti postotak recikliranoga otpada za veljacu 2012., 2014. 1 2016. godine. Uocavate
li kakvu pravilnost?
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7AY

%

<l

ﬁ
\194
i\
A Napravite model.

7

7.

Koja funkcija bi priblizno opisivala kretanje postotka recikliranoga otpada?

Potrazite pomo¢ tehnologije.

Ucrtajte u koordinatni sustav podatke iz tablice. Namjestite jedini¢ne duZine na koordinatnim osi-
ma. Sto predstavlja podatak na apscisi, a §to na ordinati? Definirajte parametre a i b. Nacrtajte graf
funkcijef(x) =a-b".

Mijenjajte vrijednosti a 1 b parametara dok se graf ne poklopi s nacrtanim tockama.

Nakon §to ste otkrili parametre eksponencijalne funkcije, izraCunajte postotak recikliranoga otpada
za veljacu 2012.

Rijesite zadatak pomocu grafickog kalkulatora.
Unesite podatke iz tablice u liste L1 i L2 ((STAT |, Edit).

Prikazite ih graficki (2ND| , odnosno [STAT PLOT], Plotl, namjestite na ON, Xlist: L1,

Ylist: L2; namjestite prozor | ZOOM |, ZoomStat; | GRAPH ).

Odredite eksponencijalnu funkciju koja aproksimira podatke (| STAT [CALC, ExpReg, Xlist: L1,
Ylist: L2, Store RegEQ: Y1, Calculate). Funkciju Y1 zapisat ¢ete ovako | VARS || Y- VARS, Func-
tion, Y1.

Usporedite funkcije dobivene u programu dinami¢ne geometrije i na grafickom kalkulatoru.

o8

o
v Kako bi to rijeSila teorija?

Pronadite na internetu podatak koliki je prosjek Europske unije u postotku recikliranoga otpada. Pro-

matrajuci ovaj model, odredite je 1i Hrvatska dosegla trenutni prosjek Europske unije? Ako da, odre-
dite kada.

Zadatak rijesite graficki i racunski.
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CHALLENGE ACCEPTED
S
>

P

«  Mozemo li vise?

Kada bi prema ovom modelu Hrvatska dosegla 100% recikliranoga materijala? Je li realno tako neSto
ocekivati? Koliki bi po ovom modelu bio postotak recikliranoga materijala u velja¢i 2016.? Sto na
osnovu toga mozete zakljuciti o ovom modelu?

Potrazite na internetu definiciju logisticke funkcije. Odredite logisticku funkciju koja aproksimira
zadane podatke. Koriste¢i logisticku funkciju, odredite postotak recikliranoga materijala za veljac¢u
2012.,2014.12016. godine.

‘f ﬂ;\ig Primijenite nauceno.

Sljedeci dijagram prikazuje koli¢ine elektroni¢kog otpada u Europi.

Odredite eksponencijalnu funkciju koja opisuje kretanje kolic¢ina elektroni¢kog otpada u elektronickoj
industriji. Koliko ¢e biti tog otpada 2020. godine?

Za koliko godina ¢e se koli¢ina elektroni¢kog otpada udvostruciti u odnosu na 2015. godinu?

E-waste total, cumulative, 1 000 000 kg

2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015
@ Ewaste, consumer electronics, cumulative @ Ew aste, electronic industry, cumulative

(preuzeto s http://image.slidesharecdn.com/hosteuropegmbh-120823094008-phpapp01/95/host-euro-
pe-gmbh-14-728.jpg?cb=1345715416 , pristupljeno 13.2.2016.)
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3. VJUEZBENICA

Kako smo radili i $to smo naudili?

Literatura

http://www.eea.europa.eu/themes/economy/resource-efficiency/2015-catalogue/countries/
recyclingmunicipalwastebymethod.png (pristupljeno 13.2.2016.)

https://themaltingpot.files.wordpress.com/2015/05/eea-soer-2015-recycling.jpg (pristupljeno
13.2.2016.)

http://image.slidesharecdn.com/hosteuropegmbh-120823094008-phpapp01/95/host-europe-
gmbh-14-728.jpg?cb=1345715416 (pristupljeno 13.2.2016.)
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6.5. Mjesecev sjetveni kalendar

@ Sto éemo raditi?

U ovoj ¢ete aktivnosti pomocu tehnologije i trigonometrije modelirati procese koji se ponavljaju.

6 f U ¢emu je problem?

Ana zeli tijekom svibnja 2016. godine u svom vrtu u okolici Zagreba zasaditi ciklu. Poznato joj je da
Mjesec ima snazan utjecaj na biljke. Prema Mjesecevu sjetvenom kalendaru ciklu je najbolje sijati u
tjednu nakon punog Mjeseca. Kada Ana treba planirati sjetvu?

1 Kako to izgleda?

Mjesec u svojoj orbiti oko Zemlje prolazi Cetiri faze MjeseCeve mijene, koje ovise o tome koji dio
osvijetljene povrsine vidimo sa Zemlje. Vrijeme potrebno Mjesecu da prode sve cetiri faze u prosjeku
traje 29.53059 dana. Ako znamo podatke o vidljivosti Mjeseca u nekom razdoblju, moZemo odrediti i
Mjeseceve mijene, pa onda i Anin sjetveni kalendar.

U tablici su prikazani podatci o vidljivom dijelu Mjeseca u Zagrebu u prva tri mjeseca 2016.

datum | 1.1. | 6.1. | 11.1.| 16.1.|21.1.|26.1.|31.1.| 5.2. | 10.2.]15.2.120.2.|25.2.| 1.3. | 6.3.
vidljivi
dio

0.5710.14| 0.03 | 0.50 | 0.92 | 0.94 | 0.56 [ 0.12| 0.05 | 0.50 | 0.95 | 0.93 [ 0.50 | 0.09

D>

éi
XN
N4 Napravite model.

N
4574\
S/

7.

Podatke iz tablice prikazite u koordinatnom sustavu. Na osi x neka budu redni brojevi dana u godini, a
na osi y vidljivi dio mjeseca. Pokusajte interpretirati dobiveni graf.
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.

%
¢, Mozete li pretpostaviti?

Procijenite iz zadanih podataka kada je u svibnju pun Mjesec.

Potrazite pomo¢ tehnologije.

1. U programu dinami¢ne geometrije upiSite gornje podatke u tablicu.
2. Ucrtajte tocke u koordinatni sustav.

3. Pomodu parametara 4, B, C i D odredite funkciju f(x) = Asin(Bx+ C)+ D koja opisuje ovisnost
vidljivog dijela Mjeseca o vremenu (danu u godini).

4. Pomocu dobivenoga grafa funkcije f odredite kada u svibnju Ana treba sijati ciklu.

o ) P )

v Kako bi to rijesila teorija?

1. Odredite rac¢unski funkciju f(x)= 4sin(Bx+ C)+ D koja opisuje ovisnost vidljivog dijela Mje-
seca o vremenu. Pri tome koristite trajanje lunarnog mjeseca od 29.53 dana.

2. Odredite racunski kada Ana treba sijati ciklu u svibnju.

CHALLENGE ACCEPTED
S
s

ey

>  Mozemo li viSe?

Kada Ana treba u travnju sijati Spinat ako je po MjeseCevu sjetvenom kalendaru to najpovoljnije u
tjednu nakon mladog Mjeseca?
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Primijenite nauceno.

Zadatak 1.

U tablici je prikazana dnevna temperatura u Zagrebu tijekom 1995. godine.

dan | 1.1. | 31.1. | 33. | 34. | 45. | 46. | 5.7. | 58. | 59. | 6.10. | 6.11. | 7.12.
°C 0 2.2 6.8 | 11.6 | 16.1 | 19.4 | 21.5 | 20.7 | 17.1 | 11.7 6.1 1.8

1. Odredite funkciju f(x) = Asin(Bx+ C)+ D koja opisuje ovisnost temperature o vremenu (danu u
godini).

2. lIzracunajte razliku u temperaturi izmedu 20. veljace 1 28. travnja.

3. U kojem je periodu temperatura ispod 12 °C?

Zadatak 2.

Populacija zivotinja oscilira od 1300 jedinki 1. sije¢nja do 2200 jedinki 1. srpnja, pa ponovo 1300 1.
sijecnja itd.

1. Odredite jednadzbu sinusoide koja opisuje kretanje populacije Zivotinja u ovisnosti o vremenu (u
mjesecima).

2. Koriste¢i graf funkcije procijenite kada populacija dosize 1500 jedinki.

Kako smo radili i §to smo naucili?

Literatura:

Anton¢i¢, N.; Spalj, E.; Volenec, V. 2008. Matematika 3, udzbenik za 3. razred za prirodoslovno-ma-
tematicke gimnazije. Skolska knjiga. Zagreb.

http://aa.usno.navy.mil/data/docs/RS OneDay.html (pristupljeno 18. veljace 2016.)
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6.6. Ferrisov kotac

@ Sto éemo raditi?

U ovoj ¢éete aktivnosti uz pomo¢ tehnologije i bez nje odrediti vremenski period u kojem se putnik u
Ferrisovu kotacu podigne na vise od 100 metara od tla.

6 f U ¢emu je problem?

Ana 1 njen razred u posjetu su Londonu. Odusevio ih je London Eye, jedan od najvecih kotaca-pro-
matracnica na svijetu izgraden 1999. godine. Promjer je toga Ferrisova kotaca 120 metara, a ukupna
je visina 135 metara. London Eye ima 32 kabine, a svaka moze primiti 25 osoba. Kotacu je potrebno
30 minuta za puni okret. Pogled s London Eyea poseban je dozivljaj pa se Anin razred odlucio provo-
zati. No, Ana se pomalo boji visine pa je zanima koliko dugo ¢e biti na visini iznad 100 metara od tla.
Podrazumijevamo da se kota¢ pocinje rotirati u smjeru suprotnom smjeru kazaljke na satu i to kada je
kapsula u najnizoj tocki kotaca.

/

1 Kako to izgleda?

Anin prijatelj Marko pronasao je ove podatke o London Eyeu.

Vrijeme ¢ u minutama 0 5 10 15 20 25 30
Udaljenost A(¢) od tla u

. .. 15 45 105 135 105 45 15
metrima (visina)

Procijenite koliko ¢e dugo Ana biti iznad 100 metara visine.
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A
T4 Napravite model.

Promotrite podatke u tablici i odgovorite na pitanja:
a. Jesu li vrijeme i udaljenost od tla proporcionalne veli¢ine?

b. Je li ovisnost udaljenosti o vremenu linearna?

Koriste¢i dani koordinatni sustav skicirajte graf koji pokazuje kako se mijenja udaljenost putnika od
tla ovisno o vremenu.

I

oMo o Mo Moo wmo oo omowmo nonmoowonm

w

0 5 10 15 20 25 30 35

Kojim matematickim modelom, odnosno funkcijom mozemo opisati udaljenost putnika od tla?

Potrazite pomoc¢ tehnologije.

* U programu dinami¢ne geometrije ucrtajte tocke iz prethodne tablice u koordinatni sustav.

» Napravite tri parametra 4, B i D. (Nacrtajte tocke 4 i D na y osi, mjerite im ordinatu, ordinate na-
zovite 4 1 D. Nacrtajte to¢ku na x osi, mjerite joj apscisu, apscisu nazovite B.)
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* Nacrtajte graf funkcije 4 (t) = Acos (Bt) +D.
Ocitajte vrijednosti 4, B 1 D za koje ¢e funkcija 4 opisivati danu situaciju.

Oznacite dio grafa koji prikazuje visinu ve¢u od 100 metara. Ocitajte period koji je rjeSenje.
&8
v Kako bi to rijesila teorija?

Podijelite se u Cetiri ekspertne skupine. Svaka skupina neka rijesi zadatke sa svog listi¢a. Zatim idemo
u goste. U gostima rijeSite listi¢ sa zajednickim zadatcima.

Prva skupina:

1. Neka je P polozaj putnika u nekom vremenu ¢ tijekom vo- i
Znje kao na slici. VaSa skupina promatra poloZaj u prvoj ¢e- 7 N
tvrtini kruga. Neka duljina duzine 04 predstavlja udalje- /

nost sredista kotaca od tla, a duljina duzine PB udaljenost

/
|
putnika od tla. S o oznaéimo kut Z4AOP. Sto predstavlja ?\
duljina duZine OP ? Izrazite |PB| pomocu |OA

3

OP| i \ C p

2. U kojem se intervalu nalazi kut « za polozaje koje proma- N
trate? Odredite kut o za polozaj putnika nakon 5 minuta ==
voznje. Zapisite kut o u radijanima.

Druga skupina:

1. Neka je P polozaj putnika u nekom vremenu ¢ tijekom vo-
znje kao na slici. Vasa skupina promatra polozaj u drugoj e - O
cetvrtini kruga. Neka duljina duzine 04 predstavlja udalje- /

nost sredista kotaca od tla, a duljina duzine PB udaljenost

I
putnika od tla. S « ozna¢imo kut Z4OP. Sto predstavlja ?’
duljina duzine OP ? Izrazite |PB| pomoéu 04|, |OP| i . ‘

>\
—~ €

2

2. U kojem se intervalu nalazi kut « za poloZaje koje proma- \ ,
trate? Odredite kut o za polozaj putnika nakon 10 minuta ~ _F
voznje. Zapisite kut o u radijanima.

a4



Treca skupina:

. Neka je P polozaj putnika u nekom vremenu ¢ tijekom vo-
znje kao na slici. VaSa skupina promatra polozaj u trecoj
cetvrtini kruga. Neka duljina duZine 04 predstavlja uda-
ljenost sredista kotaca od tla, a duljina duzine PB udalje-
nost putnika od tla. S a oznagimo kut ZAOP. Sto pred-

3

stavlja duljina duzine OP? Izrazite |PB| pomocu |04
|OP| i a.

. Ukojem se intervalu nalazi kut v za poloZzaje koje proma-
trate? Odredite kut o za polozaj putnika nakon 20 minuta
voznje. Zapisite kut « u radijanima.

Cetvrta skupina:

. Neka je P polozaj putnika u nekom vremenu ¢ tijekom vo-
znje kao na slici. Vasa skupina promatra polozaj u cetvrtoj
Cetvrtini kruga. Neka duljina duzine 04 predstavlja uda-
ljenost srediSta kotaca od tla, a duljina duZine PB udalje-
nost putnika od tla. S a ozna¢imo kut Z4OP. Sto pred-
stavlja duljina duzine OP? Izrazite |PB| pomoc¢u |04
|OP| i .

b

. U kojem se intervalu nalazi kut « za polozaje koje proma-
trate? Odredite kut v za poloZzaj putnika nakon 25 minuta
voznje. Zapisite kut o u radijanima.

Modeliranje

Idemo u goste.

p— —
~
N
AN
\
\
P C \
\
D )|
T v
\ oV ]
/
\ /
/
/7
7
7
B A
/"’“‘\
~
N
AN
AN
\
\
/ N \
! A8 )
% )
/
C /
P ( /
7/
7
7
'_’/
B A

1. Usporedite formule za visinu koje ste dobili u ekspertnim skupinama. Sto primjeéujete?

2. Preostaje joS odrediti kako se mijenja kut o u ovisnosti o vremenu ¢. Koriste¢i se rezultatima iz

ekspertnih skupina popunite tablicu:

t 5 10 15 20 25 30
o}

Sto primjecujete, kakve su veli¢ine kut i vrijeme? Nadopunite re¢enicu:

Koliko se poveca vrijeme, toliko se kut.

Koliko se smanji vrijeme, toliko se kut.
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3. VJUEZBENICA

Na osnovu tog zakljucka popunite tablicu:

t 30 1 2 7 18 t

Q

Uvrstite dobiveni izraz za kut o u formulu za visinu. Dobili ste kako visina putnika ovisi o vreme-
nu. Zapisite pravilo pridruZivanja

h(t)=

Usporedite s rjeSenjem koje ste dobili primjenom tehnologije. Navedite prednosti i nedostatke obi-

ju metoda.

4. Rijesite nejednadzbu Cije je rjeSenje odgovor na Anino pitanje.

CHALLENGE ACCEPTED
S
=

ey

>  Mozemo li viSe?

*  Mozemo li iskoristiti neku drugu trigonometrijsku funkciju koja opisuje ovo gibanje?

» Promotrite visinu kapsule u odnosu na najnizu tocku kotaca London Eye. Ispunite tablicu!

Vrijeme ¢ u minutama 0 5 10 15 20 25 30

Visina putnika u odnosu na 0

najnizu tocku u metrima

Kojim matemati¢kim modelom, odnosno funkcijom, mozemo opisati ovisnost te visine o vremenu?

Primijenite nauceno.

Zadatak 1.

Dano je Sest razlicitih Ferrisovih kotaca. Pridruzite im odgovarajucu funkciju 1 graf.

Opis Funkcija Graf

Promjer: 40 m
Visina sredista kotaca: 30 m

Broj okretaja u minuti: 2.5

Promjer: 40 m

Visina srediSta kotaca: 40 m

Broj okretaja u minuti: 2.5
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Promjer: 30 m

Visina sredista kotaca: 40 m

Broj okretaja u minuti: 2.5

Promjer: 40 m
Visina sredista kotaca: 30 m

Broj okretaja u minuti: 3

Promjer: 30 m
Visina sredista kotaca: 40 m

Broj okretaja u minuti: 3

Promjer: 30 m

Visina sredista kotaca: 30 m

Broj okretaja u minuti: 3

Funkcije (napomena: vrijeme je u sekundama):

A | h(t)=40+15c0s %t
B h(t):40—15cos %t
C h(t):30+15cos %t

D | h(f)=30+20cos 1t+7r]

E |h(t)=30—20cos —z]

F |h(t)=40+15cos 1t~|—7r]

G | h(1)=30—20cos|—1

H |h(t)=40—20cos|—1

I | h(1)=40+15c0s|—1
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60

visina / m

50

40

30

20

10 ,77777J‘ 777777 L,,,,,J 777777 el e o
] ]

vrijeme / s

Ima li vise rjeSenja? Zasto?

Zadatak 2.

Izrazite funkciju udaljenosti putnika od tla koji se u trenutku 7 = 0 nalazi na dnu Ferrisova kotaca pro-
mjera 20 m, a koji napravi puni krug za 15 sekundi i ¢ija je najniza tocka udaljena od Zemlje 2 metra.

Zadatak 3.

Opisite Ferrisov kota¢ kojem funkcija 4 (t) =-30 008[210t] + 36 predocuje udaljenost putnika od tla

izrazenu u metrima i u ovisnosti o vremenu izrazenom u sekundama.

Kako smo radili i $to smo naucili?
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3. VJEZBENICA

6.7. Problem dviju jahti

@ Sto éemo raditi?

U ovoj ¢ete aktivnosti pomocu tehnologije 1 pomocu teorije odredivati minimalnu udaljenost izmedu
dvaju objekata koji se gibaju.

6 f U ¢emu je problem?

Pocetna pozicija Andrijine jahte je tocka (10, 4), a brzina njezina kretanja odredena je vektorom
2i — j, dok je podetna pozicija Barbarine jahte tocka (3, —13), a brzina njezina kretanja odredena je

vektorom —i + 37 . Hoce li doéi do sudara?

~ Kako to izgleda?

U koordinatnom sustavu oznacite koordinatne osi koje odgovaraju zadanim podatcima. Neka jedini¢na
duZina oznacava jedan kilometar. Pribada¢ama oznacite pocetne pozicije jahti i njihove poloZaje na-
kon 1, 2, 3, 4 i 5 sati. Jedini¢ni vektor i predstavlja pomak od 1 km prema istoku, a jediniéni vektor

J predstavlja pomak od 1 km prema sjeveru.
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a.!.

7AY
r/‘;

V

QE Napravite model.

Popunite tablicu:

Pozicija nakon ¢ sati 0 1 2 3 4 5
Jahta A4
Jahta B
Udaljenost 41 B

Kako se mijenja udaljenost jahti ovisno o vremenu plovidbe?

b,

. ﬂ Mozete li pretpostaviti?

Procijenite hoce li se jahte sudariti. Ako da, kada ¢e se to dogoditi, ako ne, kolika ¢e biti minimalna
udaljenost?

Potrazite pomo¢ tehnologije.

1. U programu dinami¢ne geometrije ucrtajte pocetne pozicije jahti 1 njihove polozaje nakon 1,213
sata. Nacrtajte polozaj jahti nakon ¢ sati. Animirajte poloZaj jahti.

2. Izmjerite udaljenost d izmedu jahti u bilo kojem trenutku ¢.

3. Procijenite kada ¢e udaljenost izmedu jahti biti minimalna i koliko iznosi ta minimalna udaljenost.

\3’ 7~ Kako bi to rijesila teorija?

1. Zapisite koordinate poloZaja jedne 1 druge jahte u ovisnosti o vremenu ¢.

2. Izracunajte u kojem Ce se trenutku ¢e jahta 4 naci u tocki (—1.2, —0.4)? Kada ¢e se u toj tocki naci
jahta B? Sto mozete o sudaru zakljugiti iz toga?

3. Zapisite formulu kojom se ra¢una udaljenost d izmedu jahti.

4. Racunski odredite kolika je minimalna udaljenost i kada ¢e se dogoditi.
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3. VJUEZBENICA

CHALLENGE ACCEPTED
S
o

ey

>  Mozemo li viSe?

Istrazite 1 druge situacije, odnosno mijenjajte pocetne pozicije jahti i njihove vektore brzine. Pod kojim
¢e se pocetnim uvjetima jahte sudariti?

~

[¢ @ \x:
L2

"4 Primijenite nauceno.
Zadatak

Avion se nalazi u tocki O (ishodistu koordinatnog sustava) i leti konstantnom brzinom od 800 km/h,
najprije 30 minuta u smjeru istoka do tocke A. Zatim skrece za kut «v i leti 45 minuta do tocke B. Smjer
pravca AB odreden je vektorom 24i +7; .

N
y

1. Odredite |OA| 1 koordinate tocke A.
2. Odredite |4B].

3. Odredite veli¢inu kuta v za koji avion mora skrenuti da bi doSao u smjer pravca 4B.

4. Neki drugi avion leti direktno od tocke O prema tocki B. Pokazite da je vektor OB =976 + 1687 .

5. Odredite najkracu udaljenost toga drugog aviona od tocke A.

Kako smo radili i §to smo naucili?
Literatura:

Antonéié, N.; Spalj, E.; Volenec, V. 2008. Matematika 3, udzbenik za 3. razred za prirodoslovno-ma-
tematicke gimnazije. Skolska knjiga. Zagreb.
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Statistika i vjerojatnost

7. Statistika i vjerojatnost

7.1. Pascalov trokut modulo »

D.
Sto ¢emo raditi?

U ovoj ¢ete aktivnosti bojiti ¢elije/brojeve u Pascalovu trokutu prema ostatcima koje daju pri dijeljenju

s2,31li5.

71 Kako to izgleda?

Pascalov trokut je trokut u kojem zapisujemo brojeve na sljedeéi nacin: u prvom retku je broj 1. U
drugom retku su dvije jedinice. U svakom sljede¢em retku zapocinjemo i zavrSavamo brojem 1, a na
ostalim mjestima zapisujemo zbroj dvaju brojeva koji se nalaze iznad tog mjesta u prethodnom retku.

Ako svaku ¢eliju obojimo nekom bojom koja odgovara ostatku pri dijeljenju broja koji u njoj pise,
brojem koji odgovara vasoj skupini, mozete li pretpostaviti kako ¢e izgledati raspored boja na slici?
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Potrazite pomo¢ tehnologije.

U programu za izradu proracunskih tablica napravite dvije kartice. Na prvoj napravite tablicu s 23 ret-
ka 1 23 stupca. Prvi stupac popunite jedinicama, ostatak prvog retka ostavite praznim. U drugi redak,
drugi stupac upisite formulu za zbroj Celije direktno iznad, te ¢elije gore lijevo. Sada tu formulu pre-
kopirajte u ostatak tablice (redak po redak), tako da je u svakom sljede¢em retku prekopirate u jednu
¢eliju vise nego u prethodnom.

Na drugoj kartici takoder napravite tablicu s 23 retka 1 23 stupca. U gornji lijevi kut upiSite formulu za
ostatak pri dijeljenju Celije s istim koordinatama u prvoj kartici, brojem koji odgovara vasoj skupini.
Tu formulu takoder kopirajte u ostatak tablice, na isti nacin kao na prvoj kartici.

Odaberite onoliko boja koliko ste razli¢itih ostataka dobili. Njima obojite Pascalov trokut tako da boje
odgovaraju ostatcima.
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7.2. Istaknute linije Pascalova trokuta

@ Sto éemo raditi?

U Pascalovu trokutu postoje istaknute linije: retci i ,,dijagonale* (svejedno je u koju stranu su nagnute,
zbog simetrije). Promatrat ¢ete pravilnosti koje proizlaze iz razli¢itih grupiranja brojeva u Pascalovu
trokutu u retke i ,,dijagonale®.

6 §j> U ¢emu je problem?

Odaberite neki redak u Pascalovu trokutu. Sto moZete reéi za brojeve u njemu? Pokusajte ih zbrojiti ili
shvatiti kao znamenke u nekom viseznamenkastom broju (s prijenosom). Za neke retke postoji svoj-
stvo koje veze njihov drugi €lan s ostalim ,,unutarnjim* ¢lanovima.

Primjecujete li neke pravilnosti na prvih nekoliko ,,dijagonala“?

——771 Kako to izgleda?

Za pomo¢ pri rjeSavanju gornjih pitanja posluzite se prvom karticom iz proracunske tablice koju ste
stvorili u aktivnosti Pascalov trokut modulo 7.

&,

“ﬁ MozZete li pretpostaviti?

Odaberite tri uzastopna retka i zbrojite brojeve u svakom od njih. Uocavate li pravilnost? Mozete li
pogoditi formulu za zbroj n-tog retka?

Ako promatrate prvih pet redaka kao brojeve ¢ije znamenke su zapisane u ¢elijama (1, 11, 121...), $to
mozete re¢i o tom nizu? Jeste li u redovnoj nastavi Culi za takav niz brojeva? Ako biste htjeli da se taj
obrazac nastavi 1 nakon Sestog retka, kako bi trebalo Citati viSeznamenkaste brojeve?

Ako redak pocinje prostim brojem (nakon jedinice), Sto vrijedi za ostale ,,unutarnje* brojeve u tom
retku?

Brojevi na prvoj ,,dijagonali* o¢ito su samo jedinice. Sto uo¢avate kod brojeva na drugoj ,,dijagonali?
Mozete li na¢i pravilo po kojem su dobiveni brojevi na tre¢oj ,,dijagonali?
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Potrazite pomo¢ tehnologije.

U prosloj aktivnosti dosli ste do nekih slutnji. Razmislite kako biste ih provjerili u programu za izra-
du proracunskih tablica. Primjerice, mozete u prvoj kartici dodati jedan stupac u kojem cete raunati
zbrojeve redaka, te jo§ jedan za niz za koji ste pretpostavili da je rjeSenje. Mozete formirati viSezna-
menkaste brojeve (za prvih pet redaka) tako da ih pretvorite u tekst, konkatenirate te rezultat natrag
pretvorite u broj.

o8

P
v Kako bi to rijeSila teorija?

Prisjetite se binomne formule za izraz (a+b)". Koliki
moraju biti monomi (a 1 b) da bi se na desnoj strani dobio
zbroj samih binomnih koeficijenata? Za te monome izra-
Cunajte lijevu stranu i provjerite slaze li se s vasom slut-
njom o zbroju redaka.

Zapisite viSeznamenkasti broj 14641 pomocu njegovih
znamenaka 1 dekadskih jedinica. Koliki sada moraju biti
monomi da se takav izraz dobije na desnoj strani? Opet, za
te monome izracunajte lijevu stranu i provjerite slaze li se

s vaSom slutnjom.

n
Kako glasi formula za [ k] pomocu faktorijela? Ako je n prost, ¢ime bi se jedino mogao skratiti u tom
razlomku?

Brojevi u istom retku imaju isti #n. Gdje leZe brojevi koji imaju isti k? Iskoristite formulu s faktorijelima
da biste dokazali svoju slutnju o dijagonalama.

CHALLENGE ACCEPTED
S
2

>  Mozemo li viSe?

Promotrite ovakve ,,normale* (okomice na ,,dijagonale*) u Pascalovu trokutu. Ako zbrojite brojeve na
svakoj od njih, prepoznajete li niz zbrojeva koje dobijete? Mozete li to dokazati?

Kako smo radili i $to smo nauéili?

Literatura

http://www.mathsisfun.com/pascals-triangle.html (20.3.2016.)
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7.3. Analiza 1 prikaz podataka na TI84

@ Sto éemo raditi?

U ovoj ¢ete aktivnosti istrazivati i prikazivati podatke na grafickom kalkulatoru TI84.

6 f U ¢emu je problem?

Ucenici 3.a 1 3.b razreda pisali su test. Kako usporediti rezultate? Koji je razred bio uspjesniji?

/

Upisite rezultate testa u liste L1 1 L.2.

« |STAT| 1:Edit

7 Kako to izgleda?

Usporedivanje podataka bez grafickog prikaza

3a | 8 | 76 | 95 | 86 | 78 | 8 | 100 | 51 | 51 | 70 | 45 | 76 | 51 | 54 | 95

3b | 8 | 77 | 96 | 90 | 63 | 68 | 8 | 100 | 100 | 95 | 72 | 95 | 99 | 63 | 72

45 | 65 | 62 | 59 | 78 | 76 | 46 | 32 | 70 | 68

99 | 28 | 82 | 81 | 59 | 77 | 90 | 84 | 72 | 90 | 90 | 72 | 86 | 68 | 63 | 100

I Mozete li pretpostaviti?

Prije nego sve rezultate graficki prikazete, opiSite svaki skup podataka.

Da biste bolje procijenili srednju vrijednost 1 rasprSenje za svaki skup podataka, podatke u listama

poredajte u padajuci niz:

. 3:SortD(.
° 1 odaberite listu L1.

e Ponovite sve za listu L2.
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N
.\
v

NG
4A"

‘\
A4 Napravite model.

Za crtanje histograma morate odabrati veliCinu prozora. Koliki je raspon podataka?

Koju ¢ete $irinu razreda odabrati? Na primjer, ako je $irina razreda 10, koliko je u¢enika kojeg razreda

postiglo rezultat izmedu 70 i 79?

Potrazite pomo¢ tehnologije.

Usporedivanje podataka pomocu histograma

Nacrtat ¢emo histogram za svaki skup podataka.

Pritisnite 1 obriSite sve funkcije. Pritisnite , odnosno
[STAT PLOT] i odaberite Plot1.

Ukljucite Plot On 1 odaberite prikaz histograma. Za Xlist unesite
ALPHA | L1 ili ga potrazite u popisu lista.

Pritisnite | WINDOW | i promijenite dimenzije prozora koje ste oda-

brali u 2. pitanju ili ga postavite kao Sto je prikazano. Xscl odreduje
Sirinu razreda.

Pritisnite | GRAPH | za prikaz histograma.
Pritisnite | TRACE | za ocitavanje stupaca.

Pritisnite | WINDOW | i promijenite vrijednost Xscl za prilagodava-
nje Sirine stupaca histograma. Isprobavajte s razli¢itim vrijednostima

Xscl.

Ponovite ove korake za histogram u Plot2 liste L2.

1. Zasto je vazno da su skale iste kada se usporeduju podatci?

2. Usporedite dva histograma. Objasnite oblik 1 rasprSenje.

3. Procijenite aritmeticku sredinu i medijan za svaki razred. Sto mislite, u kojem ¢e se razredu naci

Flakz  Floks
gEﬂDFF
HPE=EE|£:“m

Hh-- HIH |
wlistald
Freq:l

I T D00
amin=14
amax=11A
Aecl=16
Ymin= -2
Ymax=14
Yercl=1

Jares=1

Y DET br e

dim L1
ZiFPlaotz. Dn

dim L2 1
SiPloti 0ff

L1 Lz =«
GLPlots0ff

aritmeticka sredina? Hoce li medijan biti ve¢i ili manji od aritmetic¢ke sredine? Zasto?
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Sada usporedite svoju procjenu srednje vrijednosti 1 medijana sa stvarnim vrijednostima.

Pritisnite | STAT |, strelicom se pomaknite udesno na CALC i

ritisnite | ENTER | za odabir ra¢unanja s jednom varijablom. List: I.—"
p Z unanja s j varij Frealizt:

Pritisnite [LIST] 1 odaberite listu L1. Pomaknite se strelicom Lalculate

dolje na Calculate 1 pritisnite | ENTER |.

Zapisite srednju vrijednost i medijan.

Ponovite postupak za listu L2.

4. Usporedite stvarne vrijednosti s procjenom za oba razreda. Je 1i vaSa procjena bila dobra?

5. Kako izgledaju histogrami ako im promijenimo Sirinu stupaca? IstraZite mijenjajuci vrijednost
Xscl u| WINDOW |. Sto se dogada?
Usporedivanje podataka pomocu brkate kutije

Ponekad je brkata kutija prikladnija za usporedivanje dvaju skupova podataka. Nacrtajmo brkatu ku-
tiju za svaki skup podataka.

Pritisnite za promjenu [STAT PLOT] za Plotl i Plot2 u EDF_!E'!E Flokz
o

prikaz brkate kutije. Eal e L= Jh
IR MR |~

Coe . . l
Za namjeStanje prozora odaberite Zoom Stat. 21ist sl —
Pritisnite | TRACE | i strelicom se pomicite po grafu za ocitavanje EEEE: 15
n +

minimuma, donjeg kvartila, medijana, gornjeg kvartila i maksimuma

za obje brkate kutije.

Kako bi to rijeSila teorija?

1. Koliki je interkvartilni raspon za pojedini razred?
2. Sto predstavlja ,to¢kica” na brkatoj kutiji za rezultate 3.b razreda?

3. Kako to da za podatke iz 3.b razreda postoje ekstremne vrijednosti (outliers), a za 3.a razred ne
postoje?
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4. Sto primjecujete za najboljih 25% rezultata od oba razreda? Usporedite ove dvije brkate kutije,
ukljucujuci oblik 1 rasprienje.

5. Sto zakljuéujete o rezultatima testa za 3.a i 3.b razred? Objasnite.

Kako smo radili i $to smo nauéili?

Literatura

Vollmar & others. 2008. Mathematics for the International Student, MYP 5 Plus. Haese & Harris Pu-
blications.

https://education.ti.com/en/84activitycentral/us/Statistics (pristupljeno 14. ozujka 2016.)
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7.4. Vjerojatnost — domino lanac

@ Sto éemo raditi?

Racunat ¢ete vjerojatnosti.

1 Kako to izgleda?

Dobili ste domino plocice. Pronadite plo¢icu na kojoj pisSe Pocetak. Na toj je plocici opisana posuda s
kuglicama.

N
A

SZ
S/

=

I
R
\‘4

A
%

A Napravite model.

Iz opisane posude izvlac¢imo jednu kuglicu, a zatim jo§ jednu bez vracanja. Nacrtajte vjerojatnosno
stablo.

Koriste¢i stablo odredite vjerojatnost dogadaja sa prve ploc€ice. Potrazite plocicu na kojoj je napisana
ta vjerojatnost pa ju postavite uz prvu plo€icu. Nastavite tako sve dok ne slozite sve plo€ice u niz.

@

1

s Izvlac¢imo dvije kuglice. Kolika je
vjerojatnost da niti jedna nije bijela?

8 Izvla¢imo dvije kuglice. Kolika je

15

vjerojatnost da su izvucene bijela 1
plava?
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3. VJUEZBENICA

PocCetak

U posudi se nalaze tri bijele, dvije
crne 1 pet plavih kuglica.

®

Izvla¢imo jednu kuglicu. Kolika je
vjerojatnost da je bijela?

W | —

@

Izvla¢imo dvije kuglice. Kolika je
vjerojatnost da je izvucena barem
jedna bijela ili barem jedna plava?

(O NN

®

[zvla¢imo jednu kuglicu. Kolika je
vjerojatnost da nije plava?

O,

Izvla¢imo jednu kuglicu. Kolika je
vjerojatnost da je bijela 1li plava?
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@

1
5 Izvlacimo dvije kuglice. Kolika je
vjerojatnost da su obije bijele?
1
5 .
Kraj
44 Izvla¢imo dvije kuglice. Kolika je
45 vjerojatnost da je vise bijelih nego
plavih?
7 Izvla¢imo dvije kuglice. Kolika
15

je vjerojatnost da je barem jedna
bijela?
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7.5. Pravedna igra

@ Sto éemo raditi?

U ovoj Cete aktivnosti istraziti na modelu, pomocu tehnologije i teorijski, jesu li zadane igre pravedne.
Odredit ¢ete frekvencije, relativne frekvencije i vjerojatnost pobjede u zadanoj igri.

6 §j> U ¢emu je problem?

Vlatko je predlozio Maji sljedecu igru: ,,Svatko od nas jednom zavrti spiner s etirima poljima.

Ja pobjedujem ako je zbroj 5, a ti ako je zbroj 7.” Maja se nije slozila i predlaze ovakva pravila: ,,Ja
pobjedujem ako je zbroj 5, a ti ako je zbroj 6.” Vlatko se slozZio.

/

1 Kako to izgleda?

Zapisite u kojem slucaju pobjeduje Vlatko, a u kojem Maja u prvoj, a u kojem slucaju u drugoj igri.

e

i
AT MoZete li pretpostaviti?

Sto mislite jesu li podjednake $anse za pobjedu u prvoj igri? A u drugoj?
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\
\4 Napravite model.

Podijelite se u parove. Odigrajte igru dvadeset puta i1 rezultate upisite u tablicu:

Zbroj 5 6 7

frekvencija

(koliko puta se pojavio)

relativna frekvencija
(frekvencija/ukupni broj)

Usporedite rezultate s ostalim grupama. Napravite zajednicku tablicu za sve podatke u razredu. Koji se
zbroj najcesce pojavio? Kolika je relativna frekvencija za taj zbroj?

Potrazite pomoc¢ tehnologije.
Ponovite igru uz pomo¢ tehnologije velik broj puta. Odredite frekvenciju i relativnu frekvenciju za

zbroj 5, 6 1 7. Je 1i Maja bila u pravu kad se nije slozila s Vlatkovim prijedlogom? A Vlatko? Obrazlo-
Zite.

\iﬁ% Kako bi to rijeSila teorija?

Do sada ste izvodili pokus 1 odredivali frekvencije 1 relativne frekvencije. Sada ¢ete izraCunati vjero-
jatnost da se pojavi neki zbroj. U tablicu upiSite zbrojeve.

Broj na drugom spineru
1 2 3 4

1
Broj na prvom 2
spineru 3

4
Zbroj 5 se u tablici pojavio puta, a ukupni broj je . Vjerojatnost da zbroj bude
5je

Izracunajte vjerojatnost da zbroj bude 6 i da bude 7. Usporedite vjerojatnosti s relativnim frekvencija-
ma. Sto zakljudujete?

Je li Vlatkova igra pravedna? A Majina?
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3. VJEZBENICA

CHALLENGE ACCEPTED
S
s

ey

>  Mozemo li viSe?

1. Promotrite grafove koji prikazuju relativne frekvencije u pokusu s dvama spinerima koji se ponav-
ljao velik broj puta. OpisSite spinere.

0,25
02 7
0,15
01 7
0,05 7
o T T T
a 1 2 3

2. Promotrite sljedece igre. Vrtimo ova dva spinera, a igra¢ pobjeduje ako zavrti istu boju na oba.

C.

Ispitajte jesu li igre pravedne.

a. b.
3. Smislite igru sa spinerom, kockicama, kartama ili nov¢i¢em koja ¢e biti pravedna.
Kako smo radili i $to smo naucili?

Literatura:

http://nrich.maths.org/6123 (pristupljeno 14. veljace 2016.)
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7.6. Problem rodendana

@ Sto éemo raditi?

U ovoj Cete vjezbi pomocu simulacije na grafickom kalkulatoru odredivati vjerojatnost dogadaja, od-
nosno rjesavati problemski zadatak poznatiji kao ,,problem rodendana“.

6 §j> U ¢emu je problem?

Matko se volio nadmudrivati sa svojim prijateljima iz razreda. Jednog je dana tema bila kladenje.
Matko se htio kladiti da ¢e bacanjem igrace kocke pasti broj koji nije djeljiv s 3. Vecina ucenika nije
prihvatila okladu iz razumljiva razloga. Zatim je rekao da ¢e se kladiti da u razredu koji broji 28 uceni-
ka postoji dvoje ucenika koji imaju rodendan istog dana. Sada su gotovo svi prihvatili izazov kladenja.
Zasto? Ako biste se 1 vi kladili, kome biste se priklonili? Tko ima vece Sanse dobiti okladu?

- Kako to izgleda?

Prikupite podatke o rodendanima ucenika iz svog razreda. Je 1i vam to dovoljno da donesete odluku?

I

d “ﬁ MozZete li pretpostaviti?

B

Procijenite tko ima vece Sanse da dobije okladu i koliko iznosi vjerojatnost da dvije osobe iz danog
razreda imaju rodendan istog dana? Procijenite traZenu vjerojatnost ako je u razredu 23 uc€enika, 28 ili
45 ucenika.

Potrazite pomoc¢ tehnologije.

Ako ste u razredu od 28 ucenika pronasli dvoje uc¢enika koji imaju rodendan istog dana, znaci li to da
¢e se to uvijek dogoditi? Kolika je vjerojatnost da dvije osobe u nekoj skupini imaju isti dan roden-
dan? Tu ¢e vam pomoc¢i tehnologija. Koristit ¢ete graficki kalkulator kako biste jednostavnije prikupili
podatke.
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Cilj je generirati listu slu¢ajno odabranih pozitivnih cijelih brojeva u kalkulatoru.

e odaberite | STAT | meni i opcijul: Edit

e postavite kursor na naslov liste L1

. : L1 L Lz 1
e odaberite -MATH meni
(0| [ R
e koristite strelicu da dodete na meni: PRB E
i1
e odaberite opcijuS: randlnt(; E
b
e nakon randInt( unesite brojeve: 1, 12, 28 L1t =2

e zatvorite zagradu i pritisnite [ ENTER |.

Ovaj postupak generira listu od 28 slucajno odabranih cijelih brojeva i koristi jedino brojeve izmedu 1
1 12 (mjesec rodenja). Napravite isto i za dan rodenja.

e postavite kursor na naslov liste L2

e odaberite | MATH | meni

L1 Lz Lz K
e odaberite meni: PRB E ﬁ E?.j-
k: cl zzl
e odaberite opciju5: randint (1, 31, 28) %1 %,:, %%gi
B i: Bl:
U listu L3 ¢emo upisati datum oblika MMDD: B zE Bk
Lxi=325

e u L3 upisite 100*L1 + L2

Sljedeci je korak otkriti ima li u listi podudaranja.

e Koristite meni 1 SortA(
e upiSite: L3,L1,L.2 1 pritisnite
e odaberite , zatim Edit.
Pogledajte u sortiranoj tablici L3 ima li podudaranja.

Nakon §to ste ponovili simulaciju nekoliko puta, prikupite podatke unutar svoje grupe i zabiljezite broj
uspjeha (podudaranja) te ukupan broj pokusaja, odnosno simulacija. Kolika je uspjeSnost? Kolika je
uspjesnost ako prikupite rezultate ostalih ucenika iz razreda? Promijenite broj ucenika u 23. Kolika je
tada uspjesnost?
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o8

X
v Kako bi to rijeSila teorija?

Odredite racunski vjerojatnost da dvije osobe imaju rodendan istog dana ako je u skupini:
e 20 osoba
e 23 osobe
e 28 osoba
e 30 osoba

e 60 osoba.

CHALLENGE ACCEPTED
S
s

ey

>  Mozemo li viSe?
Odredite vjerojatnost da dvije osobe u skupini od n osoba imaju rodendan isti dan. Koji je najmanji
broj osoba potreban kako bi vjerojatnost da dvije medu njima imaju rodendan isti dan bila veéa od:

e (.5

e 0.8

o 097

Dobivene podatke iz prethodnog istrazivanja upiSite u tablicu, prikazite podatke graficki te pokusajte
naci vezu izmedu vjerojatnosti i broja osoba.

Provjerite svoje zakljucke uz pomo¢ tehnologije.

Generiranje tablice 1 grafa funkcije koja opisuje ovisnost vjerojatnosti o veli¢ini promatrane grupe

e odaberite[MODE |, zatim Seq (Func par pol seq) " TR
e odaberite i postavite nMin = 1 = I::;..;.g;.u.,
3 agHe
o upisite formulu u(n) = 1—(1—u(n—1))(366—n)/365! . 05
b 0YyiuYyg
u se dobiva pomocu , a n pomocu 7 NEaZY
n=1

e postavite u(nMin) = {0}

e pogledajte vjerojatnosti u tablici | 2ND | | GRAPH |

Prilagodite | WINDOW | te nacrtajte graf funkcije | GRAPH |.

69



T HOO W T HOC

nMin=N TPlotSter=1

nllax=50 Amiln=H

FlotStart=1 AMax=oH

FlotSter=1 Asc1=H

Aliln=g Ymin=H _
Anax=o Yrax=1 s
drscl=H Y=o l=1 st

Obrazlozite formulu koja se koristi za generiranje tablice.

Kako smo radili i $to smo naucili?

Literatura

http://illuminations.nctm.org/Lesson.aspx?id=1198 (pristupljeno 14. 2. 2016.)
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