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uporabe informacija koje se u njoj nalaze.

Aktivnost 1: MoObiusova traka

Izrezite od papira dugacku traku. Jedan kraj trake zaokrenite za 180°. Zalijepite krajeve. Traka
koju ste dobili naziva se Mobiusova traka. Za dobivenu traku kazemo jo$§ da ima jedan poluokret.
U sljede¢im vjezbama proucit ¢ete njezina svojstva.

1. Nacrtajte olovkom neprekidnu liniju duz sredine trake. Sto uo¢avate?

2. Razrezite traku jednom po duZini. Sto ste dobili? RazreZite jo§ jednom dobivenu traku po
duzini. Sto ste dobili? RazreZite jo§ nekoliko puta.

3. Razrezite traku jednom po duzini tako da po&nete rezati na jednoj treéini §irine trake. Sto ste
dobili?

4. Napravite trake koje ¢e imati neparan broj poluokreta. Razrezite ih jednom 1 opisite Sto ste
dobili.

5. Napravite trake koje ¢e imati paran broj poluokreta. Razrezite ih jednom i opiSite Sto ste
dobili.



Aktivnost 2: Teorija grafova

Slika1?

1. Spojite na listi¢u parove zivotinja, ali tako da
se linije ne presijecaju, ne prolaze preko granica
podrucja, niti preko jezera, niti kroz zivotinje.

Slika koju ste dobili je primjer grafa. Graf se
sastoji od vrhova i bridova.

2. Nacrtajte nekoliko grafova. Pri tome pazite na nekoliko uvjeta:
- dase bridovi ne sijeku (takav graf se zove planaran),
- dase iz svakog vrha moZe do¢i u svaki vrh, doduSe mozda ne direktno (takav se graf
zZove povezan)
- da se vrhovi povezuju direktno s najvise jednim bridom 1 niti jedan vrh nije povezan
sam sa sobom (takav se graf zove jednostavni).

Popunjavajte tablicu (za svaki od grafova koji ste nacrtali):

brojvrhova V | brojbridova B broj podrucja P veza ?

1 povezite brojeve V, B, P. ZapiSite formulu koju ste dobili.

3. U ovom Cete zadatku crtati planarne grafove koji su potpuni, Sto znaci da su svaka dva vrha
direktno spojena bridom.

Nacrtajte potpuni planarni graf sa: dva vrha, tri vrha, Cetiri vrha, pet vrhova, ...
Sto zakljuéujete?

4. U ovom ¢ete zadatku crtati potpune planarne grafove na Mobiusovoj traci. Nacrtajte na
Mobiusovoj traci potpuni planarni graf sa: dva vrha, tri vrha, Cetiri vrha, pet vrhova, Sest vrhova,

' Preuzeto iz Clifford A. Pickover : The Mobius Strip: Dr. August Mobius's Marvelous Band in
Mathematics, Games, Literature, Art, Technology, and Cosmology , Thunder's Mouth Press, New York,
2006



Aktivnost 3: Teorem o Cetiri boje

Karta ili neki skup podrucja je dobro obojan ako bilo koja dva podrucja koja imaju zajednicku
granicu (brid) nisu obojana istom bojom. Pri tome ako dva podrucja imaju zajedni¢ku samo
jednu toc¢ku (vrh) mogu biti obojani istom bojom.

B

Nije dobro obojano Dobro obojano
Zadatak 1

Obojite sljedece karte koriste¢i najmanji broj boja tako da karta bude dobro obojana ( 1 zapiSite
taj broj ispod slike):
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Zadatak 2.

a) Koje se od karata iz zadatka mogu obojiti sa: samo dvije boje, tri, Cetiri... boje? Koji je
najveci broj koji ste zapisali?

b) Nacrtajte kartu tako da pocetna tocka crtanja bude i zavr$na, te da Citavo vrijeme ne
dizete olovku s papira. Liniju mozete presijecati i viSe puta. Koliko je boja dovoljno za
bojanje ovakve karte? Zasto?

c) Nacrtajte nekoliko svojih karata koje se mogu obojiti s najvise dvije, tri ili ¢etiri boje.

d) Kaoji je najmanji broj boja potreban za bojanje bilo koje karte u ravnini?

e) Nacrtajte nekoliko karata koje se mogu obojiti s najvise dvije, tri ili ¢etiri boje na
Mobiusovoj traci 1 obojite ih. MoZete li nacrtati kartu za koju ¢e trebati pet, Sest, ... boja?
Koliki je najmanji broj potrebnih boja za bojanje bilo koje karte na Mébiusovoj traci?

Zadatak 3.

Istrazite povijest ,,Teorema o Cetiri boje*. Kako glasi slican teorem za Mdbiusovu traku?
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Aktivnost 4: Kompleksne funkcije
Ova se aktivnost provodi na ra¢unalima u programu Sketchpad 5.

U ovoj ¢ete vjezbi proucavati neke funkcije ¢ija je domena i kodomena skup kompleksnih
brojeva.

1. Izrada alata
Izradit ¢emo alat za zbrajanje, mnoZzenje i invertiranje kompleksnih brojeva.

e Nacrtajte tocke A i B, imenujte ih z;i z,. Mjerite njihove koordinate. Izraunajte
koordinate kompleksnog broja z, + z, . Nacrtajte kompleksni broj z, + z, . Oznacite
tocke z,, z, 1 z; +z,, kreirajte novi alat i nazovite ga zbroj.

e Ponovite postupak iz prethodne to¢ke za umnozak i inverz —.
2
e Otvorite novu stranicu dokumenta. Koriste¢i napravljene alate nacrtajte kompleksne
brojeve:
a) (1+2i)+(-3+4i)
b) (1+2i)-(-3+4i)

1
c) :
-3+4

2. Definiranje transformacija

Definirat ¢emo neku funkciju f sa domenom i kodomenom u skupu C. Zelimo vizualizirati tu
funkciju. Mozemo li crtati njezin graf? Zasto?

Umjesto grafa, crtat ¢emo skup tocaka T u Gaussovoj ravnini i njegovu sliku, odnosno skup
tocaka T~ =f (T). Da bismo ovo mogli jednostavno napraviti za razli¢ite skupove tocaka,
definirat ¢emo preslikavanje koje to radi. Preslikavanje definiramo tako da za proizvoljnu, ali
samo jednu tocku definiramo njezinu sliku.

a) Funkcija f(z)=z+b

Nacrtajte tocke b iz (z ¢e biti varijabla, a b parametar). Koriste¢i alat nacrtajte tocku z + b.
Mijenjajte polozaj tocke z. Kako se mijenja polozaj tocke f(z)=z+b?

Definirajmo preslikavanje. Oznagite tocku z i f(z)=z +b i u transformacijama definirajte novu
transformacijuz — z + b.

Nacrtajte: duzinu, trokut, kruZnicu i preslikajte ih. Kakve su slike u odnosu na pocetni objekt?
Kojom izometrijom nastaju?



Nadopunite recenicu:

Dodavanje kompleksnog broja b je .
Ako zelite preslikavati unutrasnjost lika, na pocetni lik umetnite sliku u boji, pa preslikajte i
sliku.

b) Funkcija f(z)=
Definirajte preslikavanje za funkciju f(z)=

Nacrtajte trokut pa ga preslikajte. Kakav je preslikani lik dobili u odnosu na pocetni trokut?
Mijenjajte tocku a i promatrajte preslikani lik.

Smjestite tocku a na x os. Mijenjajte poloZaj tocke a. Kakav je preslikani lik?

Nadopunite recenicu:

MnoZenje realnim brojem je sa srediStem u
Konstruirajte kruznicu sa sredistem u ishodistu polumjera 1. Smjestite tocku a na kruznicu,
mijenjajte polozaj tocke a. Kakav je preslikani lik? Kojom izometrijom nastaje?
Nadopunite recenicu:

Mnozenje kompleksnim brojem a ¢iji je modul je

Smjestite tocku a na kruZnicu sa srediStem u ishodistu polumjera 2. Kojom geometrljskom
transformacijom nastaje preslikani lik?

¢) Funkcija f(z)= 1
z

Definirajte preslikavanje za funkciju f(z)= 1 :
z

Nacrtajte: duzinu, pravac, trokut, kruznicu i preslikajte ih. Kakve su slike u odnosu na pocetni
objekt?
Promotrite specijalno:
v’ pravac koji prolazi ishodistem
v’ pravac koji ne prolazi ishodistem
v’ kruznicu koja prolazi ishodiStem
v" kruznicu koja ne prolazi ishodistem
Za svaki od prethodnih slucajeva zapisite $to je slika.
Jeste li se ve¢ susreli s preslikavanjem koje ima ova svojstva?

d) Funkcija f(z)=z*

Definirajte preslikavanje za funkciju f(z)=2z>.
Nacrtajte trokut pa ga preslikajte. Mijenjajte polozaj pocetnog trokuta. Je li slika pravilna?



az+b

e) Funkcija f(z)= y
cz+

az+b

Definirajte preslikavanje za funkciju f(z)= gdje su a, b, c, d, kompleksni brojevi. Ovo

cz+d

se preslikavanje zove Mobiusova transformacija. Nacrtajte kvadratnu mrezu oko ishodista tako
da stranice kvadrata budu paralelne s koordinatnim osima, pa ih preslikajte Mobiusovom
transformacijom. Mijenjajte polozaj tocaka a, b, c, d.

Umetnite u slike u boji u Sketchpad dokument pa ih preslikajte Mobiusovom transformacijom.
Mijenjajte polozaj tocaka a, b, c, d.



Aktivnost 5: Mdobiusova funkcija

Mobiusova funkcija p prirodnim brojevima pridruzuje brojeve iz skupa {—1,0, 1} na sljedeci
nadin:

Ako je prirodni broj n kvadrat nekog prirodnog broja ili djeljiv kvadratom nekog prirodnog broja
tada je u(n) = 0.

Ako prirodni broj n nije kvadrat niti jednog prirodnog broja i nije djeljiv kvadratom niti jednog
prirodnog broja, a u rastavu na proste faktore ima paran broj prostih faktora tada je u(n) = 1

Ako prirodni broj n nije kvadrat niti jednog prirodnog broja i nije djeljiv kvadratom niti jednog
prirodnog broja, a u rastavu na proste faktore ima neparan broj prostih faktora tada je u(n) = —1

Za broj 1 se posebno definira u(1) = 1

Zadatak 1

Ispisite vrijednosti Mobiusove funkcije za prvih 30 prirodnih brojeva.
Zadatak 2

Popunite tablicu:

n m un) u(m) u(nm)
4 7

5 12

9 20

2 10

15 6

10 105

2 15

6 35

15 154

Usporedite. Kada je p(nm) = 0 ? Obrazlozite zasto. Promotrite primjere u kojima je pu(nm) # 0

Uocite pravilnost. DokaZzite.




Zadatak 3

Odaberite neki prirodni broj n. Odredite sve djelitelje broja n. Odredite vrijednosti Mdbiusove
funkcije za sve djelitelje. UocCavate li neku pravilnost? Ponovite postupak s nekim drugim
prirodnim brojem. Formulirajte pretpostavku. Dokazite.

Zadatak 4

Mobiusova funkcija i palindromi (palindrom je broj koji se jednako ¢ita s lijeva kao i s desna
npr. 12321).

Izacunajte vrijednosti Mdbiusove funkcije za broj n = 15891919851 i sve brojeve koje dobivamo
tako da u broju n zanemarimo redom po jednu znamenku s desna (1, 15, 158, 1589, 15891, ...)

Zadatak 5
Za programere:
NapiSite program koji ratuna p(n) za zadani broj n.

Napisite program koji za brojeve iz skupa {1, 2, ..., n} ratuna relativnu frekvenciju pojavljivanja
vrijednosti 0 za Mébiusovu funkciju.



